Ivar Ekeland

ELEMENTS D’

économie mathématique

Hermann Collection
Paris Méthodes




IVAR EKELAND, né en 1944, & Paris, est professeur sans chaire a I'Université
Paris-Dauphine et maitre de conférence a I’Ecole polytechnique ol il a enseigné
la théorie des jeux et I'économie mathématique. Ses travaux personnels portent
sur la théorie de 'optimisation, particuliérement le controle optimal.

ISBN 2 7056 5853 X )
© 1979, Hermann, 293 rue Lecourbe, 75015 Paris.

Tous droits de reproduction méme fragmentaire, sous quelque forme que ce soit, y c:ornpris
photographie, photocopie, microfilm, bande magnétique, disque ou autre, réservés pour

tous pays.



Table

Introduction

Partiel :

Partie 11 :

Partie Ill :

Partie IV :

Individu et collectivité
1. Les biens .

. Les consommateurs

. Le théoréme d’Arrow

2
3 A 3
4, Préordres de préférence et fonmons d ur:mé ;
5

. Optima de Pareto

Economies de propriété privée : le noyau .
1. Coalitions .

2. Jeux coopératifs .

3. Noyau d’une économie .

4. Un pas de plus

Economies de propriété privée : équilibres .

1. Les demandes individuelles
. Les prix d’équilibre .

. Les allocations d’équilibre .
. Unicité des égquilibres

. Nombre d’équilibres

A B L ]

La production . :

1. Ensembles de producuon .

2. Optima de Pareto :

3. Existence d’équilibres concurrenueis
4. Analyse marginale

BIBLIOGRAPHIE

INDEX

15
15
27
33

59

75
76
89
105
115

125
125
138
153
166
189

205
205
224
241
257

277

278






Introduction

Ce livre a été congu et écrit pour la collection « Méthodes ». C’est dire que son
propos est presque exclusivement pédagogique. L'économie mathématique s’est
constituée en science autonome, de nombreux chercheurs y travaillent de par le
monde, et il m'a semblé que le moment était venu d'un ouvrage d’initiation.

Initiation aux résultats bien sur. lls sont fort nombreux, la plupart ont une
longue histoire, et certains sont célébres. Le théoréme d’impossibilité d’Arrow
(1963) par exemple, est I'aboutissement de travaux entrepris par Condorcet.
Il énonce que, pour une société ayant a se décider entre plusieurs solutions, le
seul mode de scrutin qui soit cohérent en toute circonstance consiste a s'en
remettre au choix d’un dictateur. Un tel résultat a évidemment une portée qui
déborde largement le cadre de I'économie mathématique. Encore faut-il bien le
comprendre. Pour prendre un autre exemple, la théorie de I'équilibre général
est la forme mathématique qu’a revétue aujourd’hui la trés vague loi de I'offre
et de la demande, grace a une réflexion poursuivie sur deux siécles, et jalonnée
par les travaux d’Adam Smith, Leon Walras, Vilfredo Pareto, Gerard Debreu.
L'idée que lorsqu’un bien vient a manquer son prix a tendance a monter peut
paraitre aujourd’hui élémentaire. Mais il y a un monde entre cette intuition
vague et un énoncé précis affirmant Pexistence d’un systéme de prix pour
lesquels I’offre équilibre la demande sur tous les marchés.

Ces deux exemples montrent a quelle profondeur se situe le sujet. Il s'agit de
partir des comportements individuels, considérés comme une donnée, pour en
‘déduire des lois économiques au niveau social. C’est le but traditionnel de la
microéconomie, par opposition a la macroéconomie, dont les données de départ
se situent d’emblée au niveau social. Je n’en fournirai pas moins des éléments de
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réflexion sur des phénomeénes proprement macroéconomiques, comme la fiscalité
ou la monnaie. Mais il est clair que I'accent du livre est ailleurs. Les modéles mathé-
matiques sur lesquels nous travaillerons ne comporteront la plupart du temps
pas de monnaie, I'avenir — si tant est qu'il intervienne - sera supposé parfaite-
ment connu, et il n'y aura aucun mécanisme social qui vienne s'opposer a une
totale flexibilité des prix. Tout est sacrifié au profit de I'individu, et une analyse
détaillée sera faite de la structure de ses goiits, et des conséquences qu’elle im-
plique pour I'économie dans son ensemble. Le postulat sous-jacent & toute cette
construction est que le moteur de I'économie est avidité des individus.

On se place ainsi dans la problématique néo-classique. Bien qu’il soit beaucoup
plus difficile de construire un modéle mathématique cohérent sur des bases
keynesiennes ou marxistes, des efforts considérables ont été faits ces derniéres
années et des progrés certains ont été accomplis. L'économie mathématique est
une science jeune et en plein développement. A I'heure actuelle, trois revues
internationales se consacrent exclusivement a la publication des résultats nou-
veaux. La masse de I'acquis est telle que le probléme du choix se pose de facon
décisive. Le parti que j’ai pris a été de partir du modéle le plus simple et le mieux
connu, de I'étudier & fond, puis de I'enrichir par des apports successifs et gradués.

Je ne pense pas que je dirai ainsi tout ce qu’il y aurait eu a dire. Mais le lecteur
qui m’aura suivi jusqu’au bout aura acquis une base de connaissances et une
méthode de raisonnement dont il pourra faire, soit un élément de sa culture
générale, soit un tremplin pour aller plus loin.

Initiation aussi aux méthodes. C'est un des principes de I’enseignement que la
méthode prime le résultat comme l'intelligence prime la mémoire. C’est plus
vrai encore pour I'économie mathématique, dont l'originalité par rapport a
I'économie politique réside précisément dans la méthode employée : une formali-
sation mathématique compléte. Comme nousI'avons dit, celle-ci n’est pas toujours
possible. Il est d’ailleurs trés intéressant, pour I'étude de la cohérence interne
d’une théorie, de localiser les points précis ou elle résiste a la formalisation. Mais
lorsque celle-ci est possible, I'utilisation des mathématiques donne a la pensée
une finesse et une rigueur incomparables. Dans la mesure ou ils ne se contentaient
pas d’une simple description de la réalité, les économistes ont toujours essayé
d’employer la démarche hypothético-deductive. L’économie mathématique est
I’'aboutissement de leurs efforts. Son domaine actuel est encore restreint, mais
une grande extension lui est promise.
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Or les mathématiques viennent avec armes et bagages. L'extréme précision de
la pensée nécessite un vocabulaire particulier qui est bien souvent trompeur : les
mathématiciens semblent prendre un malin plaisir 2 affubler d'un nom familier
un concept savant. Pour étre parfaitement sare, la démarche est codifiée, et
procéde par propositions séparées, chacune d’elles suivie de sa démonstration,
qui fait en général appel a celles qui précédent, mais jamais a celles qui suivent
(pour éviter les cercles vicieux). Les concepts utilisés font I'objet de définitions
données a part, et les résultats jugés les plus importants sont qualifiés de
théorémes. Quelques démonstrations particuliérement délicates nécéssitent
plusieurs étapes, dont certaines ont un caractére purement technique : on les
isole sous forme de lemmes. Il y a la tout un arsenal qui permet de controler a
chaque pas la rigueur d'un raisonnement. Je ne nie pas qu'il soit rebutant pour
le profane, mais les mathématiques consistent précisément dans son emploi
judicieux. Je tacherai d’en limiter au maximum les inconvénients par une péda-
gogie progressive. L’exposé s’appuiera sur les cas techniquement les plus simples,
sans jamais perdre de vue les motivations économiques.

Les étudiants des premiers cycles de sciences économiques pourront lire cet
ouvrage et en tirer profit. Les connaissances mathématiques, en petit nombre
et rappelées dans le courant du texte, sont moins nécessaire qu'une certaine
maturité scientifique et une disposition a I'effort personnel.

Mais je n’esquiverai pas plus longtemps la question qui revient constamment
sous des formes diverses. Pourquoi I'économie serait-elle mathématique ? Nous
aiderez-vous a vaincre Iinflation? L'économie mathématique est une science
si jeune qu’elle doit encore présenter ses lettres de créance.

L’économie tend a étre mathématique parce que c'est I'idéal de rigueur que se
propose toute science depuis Descartes. La physique I'a atteint, les sciences
humaines en sont encore fort loin, mais I'économie en est plus proche qu’aucune
autre. Mais il ne faut pas trop en attendre tout de suite. Peut-étre disposera-t-on
un jour d’une théorie formalisée de la monnaie, intégrant les causes de I'inflation
et donnant les moyens de la combattre. Nous n’en sommes pas |2 aujourd’hui.
Les modéles mathématiques actuels sont P'aboutissement de la microéconomie
classique. Ils permettent donc les analyses traditionnelles en termes d’efficacité
sociale et de vérité des prix. On peut mettre plus particuliérement a leur actif
la mise au point de procédures de planification, dont je serai amené a parler.
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Mais je pense que la contribution principale de I'’économie mathématique se
situe & un niveau plus profond. Elle sépare ce qui est vrai par nécessité logique
de ce qui est vrai parce qu'on I'a supposé tel. On peut donc, dans un probléme
théorique ou pratique, dégager parfaitement les présupposés économiques qui
sont nécessaires pour arriver aux conclusions proposées, et dont on n'avait peut-
étre pas conscience. Considérons par exemple une économie de propriété privée
regroupant un trés grand nombre d’agents qui ne connaissent comme loi que leur
propre avidité. Il est difficile de s'imaginer que cela puisse donner autre chose
qu'un total chaos, mais les économistes classiques ont toujours soutenu qu'une
autre solution était possible. De ce point de vue, il est fort intéressant de savoir
que, par nécessité logique, il est toujours possible de trouver un systéme de prix
qui conduise & un équilibre, au moins approximatif, entre I'offre et la demande.
Pour prendre un autre exemple, Karl Marx avait donné la baisse tendancielle du
taux de profit comme une des lois d’évolution du systéme capitaliste. Mais aucun
des modéles mathématiques proposés a ce jour n’a pu I'établir dans la généralité
qu’il lui conférait. Il semble qu’elle dépende logiquement d’hypothéses supplé-
mentaires — égalité du taux de croissance et du taux de profit, absence de surplus
de production. Cela veut dire que I’on peut reconnaitre qu’elle n’est pas vérifiée
dans I'économie contemporaine, sans pour autant remettre en cause les fonde-
ments de la théorie marxiste. Mais cela veut dire aussi que si on veut voir dans
la baisse tendancielle du taux de profit une loi universelle de I'économie capita-
liste, il faut la postuler comme telle.

Le role de I'’économie mathématique est de clarifier les hypothéses utilisées et
de déduire exactement leurs conséquences. Il n’est pas de dicter des décisions
économiques qui doivent s'insérer dans tout un contexte idéologique et social.
Elle ne se substitue ni 2 la politique ni a la philosophie. Certains seront dégus
de ce role modeste. J’y vois au contraire ’expression d’une vérité profonde : le
gouvernement des hommes appartient aux hommes, et la science ne les en dé-
charge pas. Multivac, I'ordinateur géant qui dicte la conduite de chacun dans
lintérét général, est une créature de la science-fiction. La vraie science, au
contraire, se barre le chemin de la dictature en affirmant qu’elle n’est pas dépo-
sitaire de I'intérét général ou du bien commun — c’est 1a 2 mon sens la signifi-
cation du théoréme d’Arrow. Quiconque invoque ces notions a done des présup-
posés idéologiques dont il doit rendre compte.

L’économie mathématique enseigne la rigueur de pensée et la liberté de jugement,
dans un domaine ol sévissent encore la confusion des genres et I'argument
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d’autorité. Elle clarifie les concepts de base et leur jeu réciproque, et elle est
ouverte sur les applications. Elle est peut-étre I'image de ce que seront les sciences
humaines de I'avenir. Mieux qu’aucune autre, elle réunit les deux mobiles que
Francis Bacon assignait a la science : « pour la gloire de Dieu et I'amélioration

de la condition humaine ».
I E.

13






|. Individu et collectivité

1. Les biens

Les données primitives de I'économie sont les biens et les agents. Chacun de
ces concepts renvoie a l'autre, et c’est précisément leur dialectique qui constitue
Pobjet de la science économique. Disons qu'il y a biens économiques et
agents économiques si I'on constate que ces biens s’échangent contre d’autres
en des transactions ol ces agents sont parties prenantes. Ainsi, I'existence
d'une criée aux poissons sur laquelle elle est cotée, fait apparaitre la sole
comme un bien économique et son pécheur comme un agent économique.
Ce méme pécheur peut se donner beaucoup de mal pour capturer des méduses :
comme elles n’intéresseront personne, elles ne constitueront pas pour autant un
bien économique. Inversement, les prédateurs marins qui se nourrissent de
poissons fins ont beau influer sur les cours, ils n’accédent pas pour autant au
statut d’agents économiques. C’est qu’ils se montrent peu enclins 4 échanger
leurs prises contre autre chose.

Ces quelques remarques ne sont pas aussi anodines qu’elles en ont I'air. Elles
portent I'idée que le bien économique est défini par une possibilité d'échanges.
Cette idée est loin d’étre universellement acceptée. Dans la préférence pour
I'or que manifestent Etats et particuliers, on retrouve I'influence de I'idée
beaucoup plus ancienne que le bien économique est caractérisé par une valeur
intrinséque qui serait naturellement sienne. Quant aux marxistes, ils iden-
tifient les biens économiques au travail humain : ce n’est plus I’échange qui
est I'acte premier de I’économie, c’est la production. Ils peuvent donc assigner
a chaque bien économique une valeur-travail qui est sienne indépendamment
de tout échange. Je ne m’engagerai pas plus avant dans la description de
ces voies d’approche : je voulais simplement souligner que dés maintenant,
nous en avons pris une autre.

Ils partaient conqueérir le fabuleux métal
Que Cipango mirit dans ses mines lointaines ...



Le point de vue adopté ici s’éclaire singuliérement par contraste. Est bien
économique ce qui fait I'objet de transactions dans une société donnée. Ce
n’est pas une définition normative, c’est un constat relatif a une situation
historique. Méme la personne humaine ou son travail n'ont pas de valeur
intrinséque qui permette de les cataloguer a coup sir. Certes, dans les sociétés
industrielles, toutes les personnes figurent comme agents économiques, au
moins comme consommateuss, et leur travail est certainement le bien écono-
mique premier, pour le plupart 'unique ressource. Mais c’est une situation
historique. Dans les sociétés antiques, un grand nombre de personnes étaient
rangées parmi les biens économiques, sous la rubrique « esclaves ». Quant au
travail, qui est un bien économique lorsqu’il provient d’un homme libre qui
le loue contre un salaire, il ne I’est plus lorsqu’il provient d'un esclave, qui doit
toutes ses forces a son maitre, sans que celui-ci soit tenu a aucune contrepartie.

La frontiére entre les biens économiques et ceux qui ne le sont pas fluctuera
avec les circonstances historiques. Les charges publiques sont des biens écono-
miques du temps de la vénalité des offices. Elles ne le sont plus lorsqu'elles
deviennent héréditaires ou sont pourvues par concours. Méme si I'on saisit
une société a un moment donné de son histoire, cette frontiére peut étre
trés floue. Ou ranger par exemple les divers marchés occultes, tels que la
prostitution ou la corruption dans les sociétés contemporaines ? La premiére
simplification que nous ferons, pour les besoins de notre modéle, sera de
supposer la frontiére nettement tracée. La liste des biens économiques et
des agents économiques, pour la société étudiée, est donc arrétée. Répétons
une derniére fois que cette liste est purement descriptive, et n'a aucune valeur
normative.

Soit I le nombre de biens économiques, et m le nombre d’agents économiques.
Que le nombre d’agents soit fini n'étonnera personne. Il faudra qu’il soit trés
grand si I'on veut avoir quelque prétention a décrire la réalité contemporaine.
Cela ne m’empéchera pas de prendre m = 2 si cela me facilite I'exposition
d’'un phénomeéne particulier. On peut s’étonner davantage que le nombre de
biens soit fini, surtout si I'on tient compte du fait qu’ils sont localisés et
datés, comme nous allons le voir tout a I'heure. Disons simplement qu’il
parait difficile d’admettre que les agents font en permanence des différences
marquées entre une infinité de biens distincts. Un nombre / trés grand, mais
fini, parait plus conforme a la réalité. De toutes fagons, prendre / infini condui-
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rait & des difficultés mathématiques hors de proportion avec le maigre avantage
économique qu’on pourrait en retirer.

Les biens économiques seront toujours supposés localisés et datés. En d’autre
terme, le blé livrable a Chicago en septembre 1979 et le blé livrable a Paris
en mai 1980 sont considérés comme des biens distincts. La réalité économique
de cette distinction est confirmée par I'existence de marchés a terme ot I'un
et I'autre se négocient simultanément a des cours différents. Certains de ces
marchés sont d’ailleurs hautement spéculatifs : acheter aujourd’hui du cacao
livrable dans un an est un excellent moyen de se ruiner — ou de faire fortune.
Pour les besoins de la cause, on divisera le temps en un certain nombre T de
périodes et I’espace en un certain nombre P de points de livraison. Ces nom-
bres T et P sont supposés finis (mais peut-étre trés grands). Cela veutdire
par exemple qu'on prend pour période le mois, et qu’on se propose d’étudier
I’évolution de I"6conomie sur dix ans ; alors T = 120. On ne distinguera pas
du point de vue du temps ou de I'espace entre des marchandises livrées au
cours de la méme période au voisinage du méme point de distribution.

Jen arrive maintenant a la deuxiéme simplification pour les besoins du modéle :
tous les biens sont supposés mesurables. J’entends par 12 que chacun d’eux
est homogéne et qu'on ne les négocie pas a la piéce. Cela a un sens de dire
qu’on en veut un petit peu plus, ou un petit peu moins, ou exactement deux fois
plus, ou exactement deux fois moins. On congoit que cette possibilité d’ajus-
tements facilite beaucoup les échanges. Aussi les sociétés historiques ont-elles
introduit divers artifices pour la généraliser : les aliments se vendent au poids,
les liquides au volume, le travail se paie a I'heure. Pour tous ces biens courants,
notre hypothése est vérifiée. Elle commence a faire probléme quand il s'agit
de voitures : on en a une ou on n'en a pas. Au niveau du constructeur, le
probléme disparait : sur une production annuelle de I'ordre du million de
véhicules, il peut certainement négocier n’importe quelle fraction. Méme au
nivear du consommateur, on peut se tirer d’affaire en considérant les divers
modéles que propose un constructeur comme un seul et méme bien. Les
grandes marques ont une gamme suffisamment étendue, prolongée encore par
le jeu des options et le marché de I'occasion, pour que I'on puisse mettre dans
I'achat d’une voiture a4 peu prés la somme que I'on veut. Un argument voisin
s'applique aux équipements lourds, comme les centrales nucléaires et les porte-
avions. Ce sont des unités qui sont construites exclusivement sur commande.
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Il n'y a pas une foire aux centrales nucléaires, ou un salon des porte-avions.
La construction d'une telle unité n’est pas le point de départ des transactions
mais leur aboutissement. Le probléme n’est pas de savoir si I'Etat achétera ou
non une unité déja construite, mais de réaliser un compromis entre ce que
’Etat est disposé & payer et ce que le constructeur peut lui fournir. Beaucoup
d’ajustements sont possibles pour ce dernier, en taille et en qualité, si bien
que I'hypothése d’un bien mesurable n’est pas 1a, non plus, sans fondement.

Elle ‘nous permet en tout cas de mesurer la quantité de chaque bien par un
nombre réel positif (*). Ainsi, la quantité de bien k sera un réel x, > 0. Se
donner la quantité de chaque bien revient 2 se donner les nombres positifs xj
pour k _\:ariant de 1 a /. Cela revient & se donner par ses composantes un
vecteur x de I'espace R a / dimensions :

—
X = Xy v ven X

Réciproquement, si I'on se donne un vecteur X de R/, ses I composantes assi-
gnent une quantité a chacun des / biens, pourvu toutefois qu’elles soient
toutes positives. On est donc conduit a isoler I'ensemble Fli des vecteurs a
composantes toutes positives :

R!={XeR'| vk x >0}

On I'appelle I'orthant positif. Pour certaines questions on a besoin de son

-] .
intérieur, noté R :: c’est I'ensemble des vecteurs a2 composantes strictement
positives :

Rl ={X Rl | vk x >0}

Yen arrive enfin 2 la formalisation, qui’se résume dans une définition toute
la discussion précédente :

DEFINITION |

On appelle panier de biens tout vecteur X € Fl:.

La kiéme composante x, est positive et indique la quantité de bien k ; si elle
est nulle, c’est qu'en fait il n'y a pas de bien k dans le panier. Par un seul

(1) Dans cet ouvrage, positif signifiera « positif ou nul », et strictement positif signifiera
« positif et non nul » : x positif <> x = 0 ; x strictement positif < x > 0.
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FIGURE 1.1

a. Représentation géométrique de b. Somme de deux paniers de biens
deux biens (la partie non hachurée
est Rf_)

vecteur a / dimensions, le modéle représente une quantité de chacun des/ biens.
Les problémes de répartition portant sur les / biens simultanément vont ainsi
se trouver ramenés a des problémes de géométrie dans 'espace a [ dimensions.
On peut par exemple ajouter des paniers de biens entre eux, ou les multiplier
par un scalaire positif :

x €ER! et yER) =X +yeR! (1)

(x €R! et A>0) =X €R! ()
On ne peut pas les retrancher entre eux, car on risquerait d’obtenir pour un
certain bien des quantités négatives. A fortiori ne peut-on pas les multiplier

par un scalaire strictement négatif. On retrouve la, dans un cas particulier, des
notions géométriques d’une grande importance, que je vais rappeler.

DEFINITION 2

On dit qu'une partie C de R! est convexe si, chaque fois qu'elle contient
deux points (*) elle contient le segment qui les joint :

XEC et yEC>vVa€E[0,1,ax+(1 -a)y€EC

On dit qu'une partie C de H: est un céne si, chaque fois qu'elle contient un

" (1) Quand on fait de la géométrie, on parle plus volontiers de « points » que de « vecteurs ».
Les deux vocables désignent la méme réalité : les éléments de R'.
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FIGURE 1.2
a. Partie convexe de R? b. Céne convexe de R®

. . . - . 3 P = 'Y
point, elle contient toute la demi-droite issue de I'origine 0 et s'appuyant
sur ce point :

XEC=>VA>0, A\x€C.

Une intersection quelconque de convexes (resp. de cones) est encore un convexe
(resp. un cone) comme il est facile de le vérifier. Par contre, une réunion,
méme finie, de convexes (resp. de cones) n'est pas nécessairement un convexe,
(resp. un cone). Les espaces vectoriels sont des cones et sont convexes. On a :

PROPOSITION 3

Un cone C est convexe si, chaque fois qu'il contient deux points, il contient
leur somme :

XEC et yEC=2X+yEC

DEMONSTRATION

Donnons-nous a € [0, 1] et oons:dérons le vecteur _g =« X+ (- o:) y- Remar-
quons que I'on obtient z =Xen falsam a=1l,etz=yaveca=0. Comme S
est un cone contenant x il contient & X ; de méme il contient (1-— a:)y Donc Z
est somme de deux vecteurs de C. L’hypothése implique alors que C contient z

Donc C est bien convexe.

Les formules (1) et (2) expmnent simplement que FI] est un cone convexe.
Le lecteur vérifiera que H est convexe, mais n’est pas un cone ; il le devient
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si on lui adjoint 'origine 0. Les boules sont toujours convexes, mais ne sont
]amaJs des cones. Rappelons que la boule de centre ) x et de rayon r, notée
B (x 1), est 'ensemble des points dont la distance a X est inférieure 2 r (ceci
impose naturellement que r soit positif) :

B, ={zIlix -zl <r}

avec :

||;c’-—_z'||——-\/_(x1 —z) +...+(x - 7))

DEFINITION 4
On dit qu'une partie C de Rl est ouverte si, chaque fois qu'elle contient un
point, elle contient une boule de rayon non nul centrée en ce point :

XEC=3e>0:B(x e)CC

B(x:€)
FIGURE 1.3. Ouverts et fermés de R*

L’ensemble grisé, y compris son bord,
est fermé.

= L’ensemble grisé, non compris son
bord, est ouvert.

On dit qu'une partie C de R' cst fermée si sa complémentaire R'\C est ouverte.

o
On vérifie aisément que R: est fermée ct-ﬂf ouverte. Les boules sont toujours

fermées. Toutes ces remarques seront d’'une grande utilité dans les démonstra-
tions a venir.

Une demiére étape nous reste a franchir dans la formalisation. On se fixe
dorénavant un panier de biens ge FI', censé representer les réserves globales

de I’économie, et supposé connu de tous. On dira que 3 est le vecteur des
ressources totales.
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Il n'y a rien que de trés naturel 2 dire que les ressources naturelles ne sont
pas inépuisables. Cette idée ne nous est méme que trop familiére. Notre époque
voit venir une crise de I'énergie et une crise alimentaire. Les experts inter-
nationaux recensent les réserves existantes, supputent I'apparition de techniques
d’exploitation nouvelles, et leurs prédictions influent sur la vie économique
a tous les niveaux. Chacun sait le role dans la politique internationale que
I'Arabie Saoudite doit a4 ses immenses réserves de pétrole. Chacun a senti
dans sa vie quotidienne I'impact de la politique gouvernementale visant &
économiser ['énergie : renchérissement des carburants, alourdissement des
impots. Le modéle exprime cette idée en énongant que la quantité disponible
de bien k est limitée & £, . Si I'on tient compte du fait que les biens sont
localisés et datés, on dispose d'une grande souplesse qui permet de coller
d’assez prés a la réalité. En effet, en ce qui concerne le pétrole, les réserves
sont la une fois pour toutes: ce qui restera de pétrole au Koweit en 1990,
c'est ce qu'il y a aujourd’hui moins ce qui aura été pompé entretemps. Mais
pour les céréales, et les aliments en général, les ressources se reconstituent
périodiquement. Le modéle exprime cette idée en distinguant le bien k : « blé
produit en URSS. en 1980 » du bien k + 1: « blé produit en URSS. en
1981 ». Alors €, est la récolte soviétique de 1980 et ©,,, la récolte sovié-
tique de 1981. Méme pour le pétrole, cette facilité peut étre utile, car des
gisements inexploitables en 1980 peuvent ne plus I'étre en 1990, grice au
progrés des techniques. Le pétrole de la Mer du Nord, par exemple, n’est
devenu exploitable que vers 1970. On serait donc fondé a ne le faire apparaitre
dans les ressources totales qu’a partir de cette date.

Mais il ne s’agit pas simplement de constater une pénurie. Plus profondément,
il s’agit de reconnaitre que c'est la rareté qui fait le bien économique. Ce n’est
pas une idée naturelle : on penserait plutot que c’est I'utilité, ou la désirabilité.
Mais qu'est-ce qui est plus utile, plus désirable, plus indispensable que Pair
que nous respirons ? Et pourtant qui en fait commerce, qui en met de coté
ou qui s'en prive ? Il ne fait aucunement I'objet de transactions, et d’apres
notre critére, ce n’est pas un bien économique. Ce qui se passe avec I'air se
passerait aussi bien avec n’importe quel bien qui serait disponible en quantité
illimitée. Chacun en prendrait tout ce qu'il veut, il ne risquerait pas de géner
autrui, et il en resterait tout autant. Pourquoi en négocier au voisin, alors
qu'il suffit de se baisser pour en prendre et en reprendre ? Pour qu’un bien
soit matiére & échange, il faut qu'il présente un caractére de rareté.
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Deux confusions sont a éviter. La premiére consisterait a assimiler I'eau douce
liviée au bord de I'’Amazone a I'eau douce livrée au cceur du Sahara. Ce sont
deux biens différents, le premier est disponible en quantité pratiquement
illimitée, le second ne I'est pas et est donc seul un bien économique. On peut
faire commerce du second, mais non du premier. Notons que I'eau distillée
livrée au bord de ’Amazone est encore un troisiéme bien, rare lui aussi au
point qu'on n'en trouve pas dans la nature N le £, correspondant est nul.
Ceci m’améne au second point: le vecteur £2 décrit les ressources présentes
a l'état natif, antérieurement 2 tout processus de production. Il n'y a pas
d’eau distillée dans la nature, pas plus que de sous-marin nucléaire, et les )
correspondants sont tous deux nuls. Cela ne veut pas dire qu'on n'en aura
jamais, cela veut dire que si on en veut il faut en produire. En d’autres
termes, les composantes non nulles de 5} concernent essentiellement les matiéres
premiéres et le travail — en quantité limitée lui aussi, car on ne saurait travailler
plus de vingt-quatre heures par jour.

Jen arrive & présent au point vraiment délicat : I'hypothése que ces ressources
totales $2 sont connues. C’est la plus restrictive que j'aurai a faire dans le
courant du livre. Il semble qu'elle ne soit pas vraiment nécessaire : certains
travaux trés récents arrivent a introduire des aléas dans le modéle. Mais les
complications mathématiques sont alors telles que j’ai préféré les éviter. Telle
qu'elle est, cette hypothése supprime purement et simplement lincertitude
sur I'avenir. Il peut effectivement paraitre raisonnable d’admettre que les
réserves en pétrole de la planéte sont estimées exactement. Mais il est fran-
chement hasardeux de prétendre connaitre la récolte de blé des années futures.
C'est que la production agricole dépend non seulement de la terre, de 'inves-
tissement et du travail, mais aussi du temps. Or le temps ne dépend de personne,
on ne peut pas le prévoir d’une année sur I'autre : c’est ce qu’on appelle un aléa.
On peut connaitre parfaitement tous les autres facteurs, cela ne permet pas
de dire quelle sera la récolte, jusqu'a ce que celle-ci soit engrangée. Or cette
incertitude joue un réle important dans la vie économique. Le marché du blé
aux Etats-Unis a été complétement bouleversé depuis 1974 par les achats
massifs de 'Union Soviétique, consécutifs a de mauvaises récoltes. Il y aurait
tout un livre 2 écrire sur la fagon dont les uns et les autres ont joué de I'infor-
mation et tiré parti de I'imprévu. Ces derniéres années, la plupart des marchés
de matiéres premiéres sont devenus spéculatifs. Le cours du cacao est a la
merci des rumeurs en provenance du Nigéria. Qu'un parasite mange la récolte
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sur pied et le cours s’envole, que la nouvelle soit fausse et il s’effondre. Prévoir
exactement n'est pas donné a tout le monde !

Que dire d’autre, sinon avouer que le modéle présenté ne prend pas en compte
lincertitude sur I'avenir. Les études modernes indiquent que c'est tout le
coté monétaire de I'économie qui est ainsi mis de coté. Il semble en effet que
la monnaie soit une forme de protection contre I'incertain futur. Nous garnis-
sons le bas de laine parce que nous ne savons pas ce que I'avenir nous réserve.
Il ne faudra pas s’étonner de voir que les phénoménes liés a la monnaie, comme
Pinflation, ou au risque, comme la spéculation, échappent 2 ce modéle. Clest
en quelque sorte I'aspect financier des choses. Reste a étudier Iaspect écono-
mique, c’est-a-dire la répartition des biens concrets entre les citoyens...

2. Les consommateurs

Les agents économiques peuvent étre consommateurs ou producteurs. Je ren-
voie I’étude des producteurs au Chapitre IV, et jusque-la je supposerai que les
agents sont exclusivement des consommateurs Il n'y aura donc pas de pro-
duction dans Péconomie. Le vecteur £ des ressources totales représente tout
ce dont les agents pourront disposer. Ce sont de purs dons de la nature, sans
qu'il puisse étre question de les transformer ou de les augmenter ; tout ce
qu'on peut en faire, c’est de les consommer directement. Cela implique que
certains biens, peut-étre présents, restent inutilisés : ainsi les compétences de
I'ouvrier, puisque dans cet éden il n’y a pas de production. La question qui se
pose alors est de savoir si la nature est suffisamment généreuse pour faire
vivie tout le monde. En d’autres termes, le _probléme économique qui subsiste
est celui du partage des ressources totales £2.

Il est certes commode de traiter séparément la théorie du consommateur et
la théorie du producteur. Ainsi 'on série les difficultés, et les problémes mathé-
matiques sont posés de la'maniére la plus simple. Mais I'ordre dans lequel on
les traite n'est pas indifférent. Pour le marxiste, c’est I'acte de production qui
est essentiel, c’est donc la théorie du producteur qu’il convient de faire en
premier. Pour le néo-classique, c’est I'acte d’échanger qui fonde I'économie,
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c’est donc sur une théorie du consommateur qu'il faut s’appuyer. Comme j’ai
déja eu I'occasion de le dire, cet ouvrage adopte le point de vue néo-classique.
Les problémes fondamentaux se poseront dés la théorie du consommateur, et
lorsqu’ils auront été résolus dans ce cadre, nous n’aurons aucun mal a y incor-
porer une théorie de la production. Il y a dans cette démarche une subordination
de la production a la consommation, qui se retrouvera bien entendu dans le
résultat final : le théorie compléte du Chapitre IV décrit une économie ot le
consommateur est roi.

Le probléme de partager un panier de biens &} entre m consommateurs a aussi
un intérét économique propre. Il se pose au terme de I'effort de production,
quand on considére ses résultats comme acquis, et qu'il s’agit de les répartir
entre les citoyens. En d’autres termes, on se place a I'instant intermédiaire
entre la production et la consommation ; I'une a déja eu lieu, 'autre est encore
a venir. Cest & ce point de vue que se situent les hommes politiques quand
ils parlent de « partager les fruits de I'expansion » ou « répartir les sacrifices ».
L’un ou l'autre langage sont employés suivant les circonstances, mais ils posent
tous deux le méme prebléme. C'est celui qui va nous occuper maintenant.

=g
Partager les ressources totales ) signifie attribuer a chacun un certain panier
de biens, de telle sorte que la somme des quantités distribuées coincide avec
la quantité totale disponible. En d’autres termes, si xie R' représente la part
qui échoit a I'agent / on doit avoir :
- - m._,.
Q=X'+...+x"=3% )]
i=1
Ceci nous conduit aux définitions suivantes :

DEFINITION 1

On appelle allocation tout \.vectem;cb = (;‘, .. .,;“‘)de &"“
m .

Si elle vérifie la condition (1) : 9= ‘El I‘, on dit qu’elle est réalisable.
l‘-‘

Une allocation est donc la donnée d’un panier de biens pour chaque agent.
Elle est réalisable si les disponibilités globales I‘a&torisent. Il s’agit alors simple-
ment d’une répartition des ressources totales £} entre les agents. En ce qui
concerne les dimensions, on notera qu'une allocation comporte, pour chacun
des m agents, l'indication de la quantité qui lui échoit de chacun des I biens.
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FIGURE 1.4

l1_'l>=£;—" 2; une allocation est un couple
(x!, x%);

elle est réalisable si

s - ->

x!' +x?2=Q.
P ir X = (x} om s’ 1
En d’autres termes, si 'on écrit X = (x', . . ., x™), le vecteur x' ER, a [
composantes (Xj, = . ., X); la composante xj est la quantité du bien k que

détient I'agent i. Au total, X est un vecteur a Im composantes, toutes posi-
—
tives: X € H}_‘“.

Le probléme du partage consiste donc a trouver la meilleure allocation réali-
sable. Suivant quels critéres ? Comment comparer des allocations ? Nous avons
adopté un point de vue descriptif, et non normatif. Il ne s'agit pas d’imposer
une solution de I'extérieur, mais de laisser les agents se débrouiller entre eux.
Les seuls critéres applicables lors du partage sont ceux qui sont reconnus par
les intéressés. Ceux-ci cherchent avant tout a satisfaire leurs besoins matériels ;
c’est 1a le souci primordial auquel répond I'activité économique. Ils peuvent
aussi, dans leurs choix, exprimer des pré-ccupations morales ou subir des
pressions sociales. En tout cas, les jugements que deux agents distincts portent
sur une méme allocation peuvent différer considérablement. Il faut donc que
le modéle nous fournisse tous ces jugements individuels, et nous dise comment
chacun des agents apprécie les diverses allocations. C'est & cette description
que nous allons nous attaquer maintenant.

Occupons-nous par exemple de I'agent i. Il ne s'agit pas de le comprendre de
Pintérieur, ni de chercher pourquoi il fait tel choix plutot que tel autre. Les
goiits du consommateur sont pris comme des données : on n’explique ni leur
formation ni leur ;é:'olut_ibon. Le modéle se contente de noter, pour chaque
paire d’allocations X et Y, le choix de I'agent i. On notera :

f}-i Y si I'agent i choisit X
?)-i X si l'agent i choisit Y

v
v

X i Y si cela lui est égal.
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On est toujours dans un de ces trois cas, et ils s’excluent mutuellement. Ceci
suppose que le consommateur sait comparer entre elles deux allocations quel-
conques ; en contrepartie, il lui est accordé le droit de se déclarer indécis, tel
'ane de Buridan hésitant entre un picotin d’avoine et un seau d’eau. En d’autres
termes, a la question « choisiriez-\_."ous X ou Y? », I'agent i a droit a I'une
des trois réponses : « je choisirais X », « je choisirais Y », « cela m’est égal ».
Qu'il n’aie le droit de dire, ni « je ne sais pas», ni « je m’en fiche », est un
premier postulat du modéle.

Convenons d’employer le langage que voici. Dire que I'agent i préfére I'allo-
cation X 2 l'allocatio-nl Y signifie qu’il choisit X ou que cela lui_‘_ est é§al. Cette
situation sera notée Xp=; Y. Dire qu'il est indifférent entre X et Y signifie
que cela lui est égal. Voici quelques conséquences immédiates de la définition :

X~ Y e ¥ et Y X 3)
vXemm, X~ X (4)

Jusqu'a présent, le modéle est purement descriptif. Je ne cherche pas a
connaitre les motivations profondes de I'agent i, je me contente de noter les

FIGURE L.5
Une courbe d'indifférence

ll'""“'""“""‘mmulu ' -)’(‘
I"‘|I
||-IllllII1
I|1|I
I|li
T
0 a 0 b

_* -
a. Im = 2. Une allocation X est repré- b. Un autre agent, en présence des
sentée par deux composantes. La mémes choix, pourra manifester des
zone grisée représente les Y préférés préférences tout a fait différentes.
% Ii soneblanche ks Y non préfé En trait continu, la courbe d'indif-
rés a4 X. Si Y est sur la frontiére férence du second, en grisé, celle du

. -> -’ g
I'agent est indifférent entre X et Y. premier.
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choix qu’il fait. Il n’en reste pas moins que ces motivations existent, et qu’elles
imposeront une certaine structure aux préférences exprimées par I'agent i.
Pour employer un autre langage, j'ai beau ne pas connaitre les raisons de
I'agent i, celui-ci n'en reste pas moins un individu rationnel. Ses choix doivent
donc manifester une certaine cohérence. Le second postulat du modéle impose
une certaine structure aux préférences, une certaine cohérence dans les choix.
I sexpnme par la propnélé dite de rmnsmwre des préférences : si I'agent
i préfére XaYetY é Z, il préférera X a Z. En d’autres termes, si 'on se
donne trois allocations X Y et Z, et si I'agent i n’est pas indifférent entre
elles, on se trouve nécessairement dans une des six situations suivantes, de
type « linéaire », o0l chaque allocation est préférée a celles qui se trouvent a
sa droite :

Xomi ¥ Z. X320 Y (5)
Vo X Wi 2 R (6)
25 XY, Z3 Y3 X (7)

a Pexclusion des deux situations suivantes, de type « cyclique » (pour la com-
modité du dessin, le signe)-; a été remplacé par une fléche —).

X-Y Y- X
/ y
3e X (8)

z

Z

L’hypothése de transitivité des préférences a été peu contestée. Elle est assez
bien vérifiée sur le plan expérimental. On peut quelquefois mettre en évidence,
dans les choix proposés aux sujets, des cycles du type (8). Mais lorsqu’on les
leur signale, ils ont tendance a les considérer comme des erreurs, et a les
« corriger » en conséquence. Ces cycles sont ressentis comme paradoxaux.
En particulier, le consommateur ne peut pas trancher entre les trois allocations
proposées, et pourtant, il n est pas mdlfferent entre elles. La meilleure allo-
cation n’est pas puisque Y ou X est préféré ; ce n'est pas X non plus
ZouY préféré), ? pas davantage X ou Zpréfere). L’hypothése de transitivité
élimine justement les deux cas paradoxaux : dans les six cas subsistantl’il est
aisé de trancher. La meilleure allocation, du point de vue 'agent 7, est X dans
les cas (5), Y dans les cas (6), 4 dans les cas (7). La transitivité des préférences
appararait ainsi comme I’hypothése de rationalité minimale.

Apreés cette discussion sur les hypothéses sous-jacentes, je peux présenter le
modeéle formalisé :
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DEFINITION 1

Un préordre sur un ensemble 9 est une relation binaire, notée p=, supposée :
réflexive : ¥ x €A, x px
transitive : [xpe €t yhz] = X}z

Le préordre est dit roral si deux éléments quelconque sont comparables :

[xeX et y €A = [xh-y ou yh= x|

DEFINITION 2

. T - . - Im
La relation de préférence de l'agent i est un préordre total noté =, sur R™.

La relation de préférence de I'agent i est une donnée expérimentale. On peut
la construire en présentant au sujet toutes les allocations deux par deux, et
en lui demandant celle qu'il préfére dans chaque paire. Ce travail a effectivement
été fait dans certains cas simples, surtout pour confirmer les hypothéses de
base du modéle. Méme si on ne peut pas le mener a bien, pour des raisons
d’encombrement, quand il y a beaucoup d’agents et de biens, la possibilité
d’'un controle expérimental existe tou}ours Rien n’est plus simple que de
prendre deux allocations distinctes X et Y et de demander 2 I'agent i laquelle
il préfére. On remarquera la précision de la question posée : on ne compare
jamais que des allocations, c’est-a-dire un panier de biens pour chaque agent.
Je ne demande pas: « Préférez-vous les bananes ou les oranges ? », ni méme
« Préférez-vous cinq kilos de ces bananes-ci ou six kilos de ces oranges-la ? »,
mais plutot : « Toutes choses égales par ailleurs, préférez-vous cinq kilos de
ces bananes-ci (ici et aujourd’hui) ou six kilos de ces oranges-1a (ici et demain) »
Dans le « toutes choses égales par ailleurs », je résume un épais dossier remis
a l'agent i, indiquant, entre autres, quelles provisions il a déja faites, ce qu’il
a comme voiture, ce que les autres détiennent comme bananes aujourd’hui
et ce qu'ils auront comme oranges demain . Qu'il ait déja cinq tonnes de bananes
dans sa cave, ou que personne d’autre n’ait d’oranges demain, sont des cir-
constances qui influeront certainement sur son choix.

Le modéle reconnait a I'agent i le droit d’étre influencé dans ses choix, non
seulement par ce qu'il détient déja, mais par ce qui échoit aux autres. Comme
nous I'avons vu, on peut ainsi tenir compte de facteurs tels que la rareté rela-
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tive du bien proposé, pour P'individu ou la société. Mais on peut aussi tenir
compte des préoccupations sociales de I'agent i. Ce peut étre un égalitariste
forcené ; parmi toutes les allocations réahsables, il préferera celle qui corres-
pond a un égal partage des ressources totales : Z= (Q,-‘m,_; : Q,fm) Ce peut
étre un parfait égoiste ; pour comparer deux allocations X et Y il ne retient
que ce qui lui échoit a lui, X' et ?‘ Si par exemple il désire tous les / biens,
I'allocation réahsable qu’il p_rffereri sera celle qui lui donne tout a lui et rien
aux autres : (0 g T =K1 3) Entre ces deux comportements
extrémes sétend une gamme trés riche. La réalité économique est cependant
beaucoup plus proche du second type de comportement que du premier.
D’abord parce que les sujets ont des besoins matériels, et qu'ils cherchent a
les satisfaire en priorité. Ensuite, méme en ce qui concerne le superflu, la
satisfaction physique de consommer quelque chose personnellement pése en
général beaucoup plus que la satisfaction intellectuelle de savoir que quelqu’un
d’autre la consomme a votre place : « Charité bien ordonnée commence par
soi-méme » semble étre la devise en la matiére.

Notons que le modéle dénie a I'agent i le droit d’étre influencé par les choix
des autres. On peut tenir compte du panier de biens d’autrui, mais non de son
jugement. Le sujet a le droit de dire : « je suis content si les autres ont la
méme chose que moi », mais non « je suis content si les autres sont contents ».
Ceci exclut du champ de I'étude les phénoménes d’entrainement collectif, tels
que la mode ou le snobisme : je me mets & vouloir moi aussi du bien k parce
tous les autres en veulent, ou ceux des autres dont I'opinion m’importe. Le

probléme qui subsiste, et auquel nous allons nous consacrer dés le paragraphe
suivant, est celui de savoir comment la société va arréter ses choix. Les agents
ont été pris A& part, et leurs préférences ont été déterminées isolément.
Lorsqu’ils rentreront en contact les uns avec les autres commencera un complexe
processus de négociations. C'est justement ce marchandage que je vais étudier,
dans I'esprit qu'il permettra de déterminer une meilleure allocation réalisable.

3. Le théoréme d’Arrow

Voyons dans quels termes se pose maintenant le probléme du partage. On
cherche une méthode permettant de répartir le mieux possible un panier de
biens & entre m agents. Chacun de ceux-ci est caractérisé par un préordre total
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= sur ﬂ}"‘, sa relation de préférence. Elle a été déterminée en mettant l’a_g’enti
devant une série d’alternatives : pour chaque paire d’allocations X et Y, on
lui a demandé laquelle il préférait. Le malheur, c’est qu’on ne peut en général
pas accéder simultanément aux désirs de tous. Il en est ainsi par exemple dans
la situation ol chacun voudrait tout pour soi : si I'on donne £ a 'un il n’en
reste plus pour les autres. C'est, comme nous avons déja eu l'occasion de
'observer, le comportement-type en matiére économique. Le probléme est
donc de trouver le meilleur compromis possible.

Il est naturel de procéder pour la société comme pour les individus, c’est-a-dire
de chercher 2 déterminer une relation de préférence collective, notée Jeg,sur
I’ensemble des allocations réalisables, que nous noterons & :

a={‘x’=(}",...,i’m)enfﬂ|_§1"=ﬁ} (1)

Autrement dit, avant de demander a la société quelle est la meilleure allo-
cation réalisable, je lui demande laquelle elle préfére dans une paire donnée.
Le processus de décision qui permet de répondre a la premiére question doit
permettre de répondre a la seconde : il est plus simple de choisir un terme
parmi deux que parmi une infinité. Inversement, les réponses a la deuxiéme
question, c’est-a-dire la relation de préférence collective, doivent permettre de
reconstituer la réponse a la premiére. Il faut pour cela que cette relation soit :

(1) Totale: quelles que soient les allocations XetY proposées, la société
est toujours capable de se déterminer, soit en choisissant I'une, soit en se
déclarant indifférente. On ne peut pas présenter d’alternative qui n’aboutisse
pas & une décision.

(2) Transitive : si on présente a la société trois allocations ‘}Z, ‘_l", 2, elle est
capable de les classer par ordre de préférence (voir I'analyse menée au para-
graphe 2). La société peut se décider entre trois termes comme entre deux.

En résumé, la relation de préférence collective doit étre un préordre total, tout
comme les relations de préférence individuelles. Insistons un peu sur la transi-
tivité. Si on ne l’avait pas, on poun‘aﬁ trouver un cycle du type (2.8). On
aurait alors trois allocations réalisables X, Y, Z, entre lesquelles le choix serai&
sinon impossible, du moins illogigye : on ne voit pas pourquoi on choisirajt:!’
alors qu’on préfére strictement X, ou X alors qu'on préfére strictement Z,
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ou Z alors qu'on préfére strictement Y ! La société serait donc incapable de
classer les allocations réalisables par ordre de préférence, méme en admettant
les ex-&quos.

Cette incapacité a de graves conséquences. Tout d’abord, il est fort peu pro-
bable que la société puisse désigner une allocation réalisable comme la meil-
leure. Cela voudrait dire : « Nous ne savons pas classer les autres, mais nous
savons que c’est celle-ci que nous préférons ». Si malgré tout tel est le cas,
on ne peut pas considérer la réponse comme véritablement satisfaisante. En
effet, si cette répartition optimale est interdite pour une raison ou pour une
autre, on n’a pas de solution de rechange. A 'extréme, on peut imaginer que
des tabous religig'ux_) ou des contraintes extérieures limitent les choix aux
trois allocations X, Y, Z du cycle évoqué ci-dessus ! On retrouve le fait bien
connu que seul un classement général permet de se prononcer en toute cir-
constance : si un candidat fait défaut, on prend le suivant sur la liste, et le
tour est joué.

Nous voici donc d’accord pour affirmer que lz relation de préférence collec-
tivey=¢ doit étre un préordre total, tout comme les relations de préférences
individuelles. Mais attention : quand il s’agissait des individus c’était une hypo-
thése a vérifier, en ce qui concerne la collectivité c’est une construction a faire.
Car la société n’est pas une personne, qui s’exprime par une seule bouche, et
qui manifeste I'unité de sa personnalité par la cohérence de ses choix. La
réalité expérimentale se réduit aux préférences individuelles, et c’est a partir
d’elles seules que la relation de préférence collective doit étre construite. Le
probléme est donc de trouver une régle P déterminant un préordre totald=,
sur R 4 partir de m préordres totaux »=; sur ®. On notera (*) :

Yo = PO - - ) 3)

et on dira que P est une régle de détermination des choix collectifs. C'est elle

en effet qui nous fournira le critére qui permet de comparer les allocations
réalisables.

Noublions pas que, dans la formule (3), le préorclre)—ﬂ_-s est censé représenter

(1) Les relations de préférence individuelles ont été définies sur R! ; a fortiori, elles sont
définies surR. Si on sait comparer deux allocations quelconques, on sait comparer deux allo-
cations réalisables.
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les préférences collectives, et les préordresy=; les préférences individuelles. Il y
a donc quelques conditions naturelles 2 imposer & P, et qui sont :

(4) Axiome de Iunanimité : si tout le monde préfére X 2V, alors la société
préférera X a2 Y :

[vi, X3=; ¥] = Xb=y ¥

(5) Axiome de I'indépendance : pour comparer X et Y, la collectivité oublie
toutes les autres allocations. La seule chose qui importe est de savoir qui
préfére X et qui préfére Y. En langage formalisé, soient (3x;) et () deux familles
de préorcl'l:es (1 <i<m);on posep. =P (x,, . copmmlet>=P(3,...,2).
Soient : X et Y deux allocations réalisables. Alors :

[Vi.iki;rﬁf??]ﬁ[ihsvai-p?]

L’axiome de 'unanimité est indiscutable. L'axiome de I'indépendance est beau-
coup plus contesté. Il a pour lui une certaine évidence logique : quand il s’agit
de choisir entre Pierre et Paul, on ne voit pas ce que les mérites de Jean font
a 'affaire. La question posée est : « Lequel des deux préférez-vous 7 ». L’agent
qui répondrait en parlant d’un troisiéme semblerait vraiment s'écarter du sujet.
De méme, pour trancher entre f et ?, il parait inutile de se préoccuper des
autres allocations réalisables. Parler de Z ne ferait que brouiller les cartes.
Je vais illustrer ce point de vue par un exemple, qui est celui méme que cite
Arrow, et je ne donnerai que plus tard la parole aux critiques.

Il est temps en effet de donner des exemples de régles de détermination des
choix collectifs. _911 pense d’abord a la régle majoritaire : pour départager
deux allocations X et Y, il suffit de faire voter les agents, 'abstention signalant
I'indifférence. Celle qui a recueilli le plus de voix ’emporte. S'il y a égalité,
la société se déclare indifférente. C’est trés simple et trés séduisant. Malheureu-
sement, la relation de préférence collective ainsi définie n’est pas transitive.
Soit par exemple un jury de trois membres, 1, 2 et 3, ayant 4 se prononcer
entre trois candidats, A, B et C. Supposons que les préférences personnelles
des membres du jury soient données par :

A% Bh €
B3 Cy7 A
Ch3 A3 B
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Passons au vote. A la majorité de deux voix sur trois, A I’emporte sur B,
C sur A, et B sur C. Clest bien la situation cyclique, de type (2.8), que nous
cherchions 2 éviter. Dans ce contexte, on I'appelle le « paradoxe de Condorcet »,
car ce dernier I’avait étudiée dans son Essai de 1785. La régle majoritaire n’est
donc pas une régle de détermination des choix collectifs.

On peut essayer de I’améliorer en introduisant des pondérations. Voici un
systéme simple que nous appellerons, faute de mieux, la régle de pondération
elémentaire. Chaque membre du jury classe les candidats par ordre de prefé-
rence, puis donne 1 point au premier, 2 points au second, n points au n®

On fait alors le total des points de chaque candidat, et on les classe d’aprés
ce total, en commengant par celui qui en a le moins. Cette fois la condition
de transitivité est satisfaite, et on a bien affaire & une régle de détermination
des choix collectifs. Elle satisfait I'axiome de I'unanimité, mais elle ne satisfait
pas 'axiome de I'indépendance, comme nous allons le voir. Soit par exemple
cinq concurrents A, B, C, D, E, classés de la fagon suivante d’aprés les résultats
de trois épreuves 1, 2, 3 :

Ad>, B>, Cy», D, E
Ad>; B C»; D)=, E
C>3D%3 ES~3 A3 B

Cela donne A vainqueur avec 6 points, suivi par C avec 7 points. En particulier,
le candidat B, qui est battu par A dans toutes les épreuves, sait qu’il n’a aucune
chance de I'emporter, et peut se dire que ce n’est pas la peine de se décarcasser.
S’il abandonne, ou §’il sabote sa participation, les classements partiels deviennent :

A, Cy-; D}, E B
A$—; Chp D>, E>; B
C>3 D¥=3 Epy A>3 B

et le classement général donne C vainqueur avec 5 points suivi par A avec
6 points ! En d’autres termes, B, quoique incapable de gagner lui-méme, décide
du vainqueur de la compétition. Il est déja curieux qu’il puisse faire gagner A,
bien que constamment précédé par lui. Mais ce qui est vraiment choquant,
c’est qu’il puisse faire gagner C rien qu’en se laissant battre ! Les exemples ne
manquent pas, dans les rencontres sportives, de concurrents assurant de cette
fagon le succés d’un camarade. De tels calculs faussent indéniablement la
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compétition, puisqu’ils conduisent les athlétes & cacher leur valeur véritable.
Voila qui montre a contrario I'intérét de I'hypothése d’indépendance.

Ecartons-nous maintenant des voies de la démocratie, et donnons comme dernier
exemple la régle dictatoriale. Elle consiste a investir un individu, I'agent / par
exemple, du pouvoir de choisir au nom de la communauté. La relation de
préférence collective)—, coincide avecy;. Il s'agit donc bien d'un préordre
total. Les axiomes de I'unanimité et de I'indépendance sont immédiatement
vérifiés. En langage formalisé, nous écrirons :

P, #.4, 3 m) =i

Cette régle est parfaitement résumée dans la formule célébre : « Ce qui est
bon pour General Motors est bon pour I’Amérique ». On voit que les précé-
dents historiques ne manquent pas. Les précédents littéraires non plus : rap-
pelons-nous le lion de la fable, qui a donné son nom a un certain type de
partage. Si l'agent i lui ressemble (et on sait qu'en matiére économique
P’égoisme est la régle), les autres membres de la société risquent fort de se
trouver oubliés lors du partage. Au moins auront-ils la maigre satisfaction de
savoir que les choix faits en leur nom sont cohérents, et pour cause. La régle
dictatoriale est un exemple de régle de détermination des choix collectifs
vérifiant I'axiome de I'unanimité et I'axiome de l'indépendance. C'est, me
dites-vous, un exemple extréme ? Pas du tout : le théoréme d’Arrow affirme
que c’est le seul possible.

THEOREME 1 (Arrow)

Les m régles dictatoriales associées aux m agents sont les seules régles de
détermination des choix collectifs qui verifient l'axiome de ['unanimité et
l'axiome de l'indépendance.

On peut énoncer ce théoréme de plusieurs autres fagons. Introduisons la
condition suivante portant sur une régle de détermination des choix collectifs P :

(6) P n’est pas dictatoriale.

Alors on peut énoncer le théoréme d’Arrow comme un théoréme d’impossibilité :

THEOREME 1 bis
Les conditions (1), (2), (3), (4), (5), (6) sont incompatibles.
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Si elles sont incompatibles, et si cing d’entre elles sont vérifiées, la derniére
ne peut pas I'étre. Si par exemple (1), (2), (3), (4), (5) sont vérifiées, alors (6)
ne I'est pas : on retrouve I'énoncé du théoréme 1. On peut construire de cette
maniére d’autres énoncés équivalents. Ainsi, si (1), (2), (3), (4), (6) sont
vérifiés, (5) ne I'est pas :

THEOREME 1 ter

Soit P une regle de choix collectif non dictatoriale et vérifiant l'axiome de
l'unanimité. Alors P ne vérifie pas l'axiome de l'indépendance.

On peut donc trouver deux allocations réalisables X et i", et deux sociétés
distinctes de m membres, appliquant toutes deux la régle P et aboutissant
au paradoxe suivant : les préférences individuelles sont les mémes (I‘individu“i‘
de la premiére s_?ciété et 'individu i de la seconde classgnt de la méme fagon X
par rapport a Y_l mais les préférences collectives sont différentes (pour I'une
X passe avant Y, et pour l'autre il_Passe_bderriére). En d’autres termes, la
réponse a la question « Préférez-vous X ou Y ? » dépend de la question « Que
pensez-vous de Z 7 ».

Il est temps de passer a la démonstration du théoréme 1. On va donc se donner
une régle P de détermination des choix collectifs, supposée vérifier les deux axio-
mes, de I'unanimité et de 'indépendance, et on montrera que P est nécessai-
rement une régle dictatoriale. Pour cela, j’introduis la notion de coalition P-
décisive. Commengons par noter S (comme société) I'ensemble des m agents.
Une coalition est une partie quelconque de S. Donnons-nous deux allocations
réalisables X et ?; une coalition A sera dite P-décisive pour X contre Y si
la société choisit X qgand tous les membres de A se prononcent pour X et
tous les autres pour Y. De maniére précise, quels que soient les préordres
individuels p=;, on a:

—> b 4
Vi€ A, xz;iYI I v
=
vigA, Y X =
ol 3= =P (>, . . ,>p,). Notons que X et Y ne jouent pas le méme role.
Une coalition sera dite P-décisive si, 3uels que soient les allocations réali-

o .. = # 3
sables X et ? elle est P-décisive pour X contre Y. La démonstration procéde
maintenant en trois étapes.
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LEMME 1

On peut trouver deux allocations réalisables Xet Vet une coafirion D réduite
a un seul membre, tels que D soit P-décisive pour X contre Y.

DEMONSTRATION
Considérons I'ensemble 9 des coalitions qui sont P-décisives pour une paire
d’allocations réalisables bien choisie :

P ={A cS|3 (33, % : A est P-décisive pour X contre ?I

L'ensemble 9 cst non vide, grice a I'axiome de I'unanimité, qui nous assure
que S elle-méme est P-décisive : S € 9. Soit D une des coalitions de 9 qui
ont le moins de membres :

VYAED Card AZ2D

L’axiome de 'unanimité implique que ¢ & D. La coalition D n’est donc pas
vide, et Card D est supérieur a 1. S'il est égal a 1, on a trouvé une coalition
décisive ne contenant qu'un membre, et le tour est joué. Supposons donc
Card D = 2.

- -
Soient X et Y les deux allocations réalisables entre lesquelles la coalition D
est décisive. Comme D a au moins deux éléments, on peut la décomposer en
un singleton et le reste :

D={d}u Cavec dgc.

Prenons maintenant une troisiéme allocation réalisable 2 différente de 3(’ et ‘7,
et considérons le cas ol les préférences individuelles sont :

Xy Yoy Z
7y, X% ¥ viec
Y Z%; X vj¢D
Comme D est P-décisive pour X et ?_ on a:
- -
X Y (8)

b 4 - »
On ne saurait avoir Z )= Y. Cela signifierait que la coalition C est P-décisive
pour Z contre Y: C € 9. Ceci est exclus, car aucune coalition de 9 ne peut

avoir moins d'éléments que D. Comme le préordre= est total, on conclut que :
=, =

Y= 7 ©)



Les formules (8) et (9) donnent par transitivité :
X7

La coalition ld'est donc P-décisive pour X contre Zz*d}E D. Mais ld}n’a
qu'un membre, alors que D en a au moins deux. Ceci contredit de nouveau la
définition de D. L’hypothése Card D > 2 était donc absurde.

LEMME 2

La coalition D est P-décisive.

DEMONSTRATION

On notera d l'unlque membre de D, et on se rappellera que D est. P- déclswe
pour X contre Y. Soit Z une troisiéme allocation, distincte de X et de Y.
On se place dans le cas ou :

Xy Y924 Z (10)
Y= Z% X vi#d (11)

-
On a ?);;s Y (car D est P-décisive pour cette paire) et Y Y= 7 (par I'axiome
de I'unanimité). Comme =, est transitive, on conclut que :

X Z (12)

L’axiome de l’indépe_lldance nous dit que ce résultat ne dépend que des posi-
tions respectwes de X et Z dans les preferenoes individuelles, et nullement de
la position de Y On peut donc supprimer Y des formules (10) et (11), ce
qui donne I'implication :

Xy Z et 20X vVitd=Xx Z

- -
Ceci veut dire précisément que D est P—déc_i‘)sive pour X contre Z. Donnons-
- - = 2
nous maintenant une quatriéme allocation W, distincte de X et de Z. Nous
nous plagons d’abord dans le cas ou :

W):d X¥y Z (13)
i Wy X vistd (14)

En raisonnant comme précede_r»nment _]EI'I conclus que W>,:s Z et donc que D
est P-décisive pour W contre Z. Comme WetZ peuvent étre choisies arbitrai-
rement parmi les allocations réalisables, le résultat est établi.
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LEMME 3

L'unique membre d de D est un dictateur !

DEMONSTRATION
On sait pour I'instant que la coalition D est décisive, c’est-a-dire que I’ ‘agent g
fait prévaloir son opinion chaque fois qu’il est seul de son avis. Soient X, Y, Z
trois allocations réalisables ; on se place d’abord dans le cas ou :
- -
Xg 29y Y (15)
vi#d Z% X et Z%, Y (16)

> e g S 5w peg = . M ey
Alors X)»=¢ Z (la coalition D est décisive) et Zy= Y (axiome de I'unanimité).

En utilisant la transitivité, on obtient :

Xy ¥ (17

D’aprés 1’axiome de I'indépendance, la conclusion (17) subsiste quelle que
soit la place de Z dans les formules (15) et (16). En se débarassant de Z
on obtient I'implication :

e §

Xy Y= X9 VY (18)
En échangeant les roles de X et ‘?, on obtient :
Yoy X= ¥ X. (19)

Comme les préordres sont totaux, on peut rassembler les formules (18) et (19)
en une seule :

Xy ¥ o X3, ¥ (20)

— >

Comme X et Y peuvent étre choisis arbitrairement, le résultat est établi.
La régle P était donc bien dictatoriale. Ceci termine la démonstration du
théoréme 1.

Le théoréme d’Arrow affirme en substance que la seule méthode universelle
et cohérente de faire de choix collectifs est de s’en remettre & un dictateur.
Ce résultat est assez surprenant pour avoir été attaqué ; les critiques portent
sur les critéres d’« universalité » et de « cohérence ». Tout d’abord, c’est
beaucoup demander que d’exiger que la méme méthode soit applicable quelles
que soient les préférences individuelles, c’est-a-dire que I'argument de P puisse
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étre n'importe quelle famille}=;, 1 < i < m, de préordres sur R. On peut
penser qu’il existe toujours, sinon un consensus social, du moins une adap-
tation mutuelle des préférences individuelles, qui rende plus facile la construc-
tion d'un préordre collectif. Ainsi Black [1948] a montré que, si tous les
agents s’accordent a classer les options de gauche a droite, chacun se situant
par ailleurs ol il veut et préférant les choix les plus voisins du sien, alors le
vote & la majorité simple est une régle de prise de décision collective vérifiant
les deux axiomes d’unanimité et d’indépendance. Cette voie semble plus pro-
metteuse en matiére politique qu'économique : les idées sont plus faciles a
concilier que les besoins. Comme nous avons eu I'occasion de le dire, les agents
économiques ont essentiellement un comportement égoiste, et il n'y a pas
d’adaptation naturelle de leurs demandes les unes aux autres.

Quant au probléme de la cohérence, nous avons déja eu I'occasion d’en parler :
il s’agit essentiellement de la transitivité et de l'indépendance. Une voie
ouverte assez récemment consiste a accepter des relations de préférence
collective non transitives ; il faut alors se résigner 2 ne pas pouvoir exprimer
un choix dans certaines circonstances. Une autre voie, beaucoup plus utilisée,
consiste 4 contester I'axiome de I'indépendance. L'argumentation est du type
suivant. Soit un jury de deux membres, 1 et 2, ayant a classer un grand nom-
bre n de candidats. La premiére liste donne A premier et B second, la deuxiéme
liste donne B premier et A dernier. C'est donc que monsieur 2 considére
vraiment A comme trés mauvais ; monsieur 2, lui estime que A est a peine
meilleur que B. Il est raisonnable de penser que, aprés délibération, le jury
préférera B 2 A. L’année d’aprés, on se trouve devant une situation inverse :
sur la premiére liste A est premier et B dernier, sur la deuxiéme B est premier
et A second. Le méme raisonnement devrait conclure a ce que le jury préfére
A a B. Mais si I'on accepte I'axiome de I'indépendance, les positions relatives
de A et B étant inchangées sur chacune des listes, leurs positions relatives
doivent étre inchangées au classement général. Donc le jury doit continuer a
préférer B a A.

La difficulté est que les régles de détermination des choix collectifs reposent
uniquement sur les préordres de préférence individuels. Or ceux-ci n’expriment
que trés imparfaitement lintensité des préférences individuelles ; ils disent
que l'agent i préfére X a ;1’", mais ils ne disent pas de combien. Nous allons
examiner au paragraphe suivant la question de savoir si on peut construire un
outil plus adéquat.
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Pour P'instant, retenons qu'il n'y a pas de méthode pleinement satisfaisante
permettant d’exprimer un choix collectif a partir de préordres individuels.
Le problgme que nous nous sommes posé au départ, partager des ressources
totales £ entre m consommateurs, n'a donc pas de solution contraignante.
Je ne veux pas dire que dans chaque cas particulier les m agents n’arrivent pas
a un accord. Je veux dire qu'il n’y a pas de méthode universellement appli-
cable permettant d’arriver & une répartition « juste ».

4. Préordres de préférence et fonctions d’utilité

Un préordre de préférence - surﬂ:m est un outil assez encombrant et de
portée limitée. Peut-étre serait-il possible de le perfectionner, en tenant compte
par exemple de lintensité des préférences : un peu, beaucoup, passionnément.
gn pense aussitot a un indicateur chiffré, qu_i) associerait a toute allocation
X € R™ une sorte d’indice de satisfaction u (X) €R. Plus élevé sera I’indice,
plus intense sera la satisfaction. Ceci nous conduit a la définition suivante :

DEFINITION 1

On dit que u :IF!+Im - R est une fonction d'utilité représentant le préordre de
préférence = si :

v e e X2V (1)

FIGURE 1.6. Fonctions d'utilite

Le graphe de la fonction d'utilité u
est représenté en grisé. La courbe
de niveau C' a pour projection
une courbe d’indifférence C .

Historiquement, la notion de fonction d'utilité précéde celle de préordre de
préférence. Le mot d’« utilité » est traditionnel mais trompeur ; aussi Paréto
'avait-il remplacé par « ophélimite », mais cette terminologie ne s’est pas

44



imposée. En effet, il s'attache a I'utile des considérations objectives et des
résonances morales qui ne sont pas de mise ici. Autrui peut prétendre savoir
mieux que moi ce qui m'est utile, mais non ce qui me fait plaisir. On dit :
« Mange ta soupe, cela te fera du bien », mais non « Mange ta soupe, tu en
as envie ». La terminologie en usage, a I'instar de certains principes d’éduca-
tion, tend a faire croire que les gens préférent Xa¥ parce que cela leur est
plus utile, guidant ainsi les choix par une norme objective. Ce n’est nullement
le sens de notre démarche : la fonction d’utilité, tout comme le préordre de
préférence, est un simple constat. Si c’est un drogué que je soumets & mon
enquéte, je m’apercevrai qu'il accorde une trés haute priorité a I'héroine.
Jexprimerai ce fait en disant que les allocations lui attribuant de I'héroine
présentent une utilité trés élevée, sans que cela veuille dire que la drogue lui
soit utile, au sens usuel du terme. Une fois ce piége indiqué et évité, nous
pouvons aller plus loin.

Un préordre de préférence est-il toujours représentable par une fonction
d'utilité ? Etant donné)-, peut-on trouver u vérifiant (1) ? Clest la premiére
question qui se pose. La réponse est positive, moyennant une petite hypothése
supplémentaire sur »=: ce préordre doit étre continu.

DEFINITION 2

-3
On dit qu'un préordre total »= sur ﬂ'lm est continu si, pour tout X EH‘}"‘,
les ensembles

{319%%} « {Z1X%7}

sont tous deux fermés dans R:‘“.

Rappelons que oe_l)a signifie que, pour toute suite % convergeant vers Y dans
R et telle que Y, %= X pour tout n, on doit avoir %}-X En d’autres termes,
si on peut annrocher d’aussi, prés que l’ on veut une_allocation Y par des alloca-
tions préférées a X alors l’a]locauon Y elle-méme est préférée a X. De méme
pour I'autre ensemble’ Z|X kZ} C’est une hypothése techmque Elle est
plausible, car si I'allocation Y est vraiment trés proche de Y on ne voit
pas pourquoi le sujet ferait de grandes différences entre elles. Son principal
mérite est de permettre de démontrer le résultat suivant :
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THEOREME 3

Si le préordre de préférence »= sur H*'"' est continu, il peut étre représenté par
une fonction d'utilité u :R f'“ - R continue.

La clef de la démonstration est la remarque :

LEMME 1

Si u représente -, les surfaces de niveau de u seront les courbes d'indiffeé-
rence de = :

) =u)eX~Y )

DEMONSTRATION

Le premier membre signifie que I'on a simultanément u (32) Zu % et

u (X) < u (Y). Par la formule (1), ceci équivaut a la double relation X %= ¥
3 2 o

et Y »= X, clest-a-dire 8 X ~ Y.

FIGURE 1.7

Un réseau typique de courbes d’in-
différence vérifiant I’hypothése (H):
la courbe ¢ rencontre chacune en
un point et un seul.

La démonstration du théoréme 3 dans le cas général est trés technique.
Jéviterai la plupart de ces difficultés en faisant une hypothése simplificatrice
(H), d’ailleurs toujours satisfaite en pratique : il existe une courbe continue
c: (0, =) »H:‘“ qui rencontre chaque surface d'indifférence en un point et
un seul. Le résultat suivant montre que les points c(t) de la courbe ¢ sont
nécessairement rangés par ordre de préférence (croissante ou décroissante).
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LEMME 2

Hypothése (H). Un des termes de l'alternative suivante est verifié :

vt t<t=c(t)yc(l) (a)
vt t<t=c()rc(t) (b)
DEMONSTRATION

Considérons ¢ (1) et ¢ (2). On ne saurait avoir ¢ (1) ~ ¢ (2), sinon la courbe ¢
aurait deux points sur une méme surface d’indifférence. On a donc ¢ (2)%=c (1)

ouc (1)%c (2).

Plagons-nous dans le premier cas et considérons la demi-droite D, = ' t>1 }
On remarquera qu'elle ne contient pas d'instant t > 1 avec ¢ (t) ~c (1). La
partie A, = ’t) 1lc(t)yc (l)icoi’ncide donc avec A] = -| t>1]c(t)p=c(l) |
Son complémentaire dans D, est B, = t >_} le () x»c(i. Commg_’le
préordre = est continu, les ensembles')( | X >c (l)letlY | e (1) >:—Y‘>
sont fermés dans R’l’“. Comme I'application c: |1, ) —*BJ"' est continue,
leurs images réciproques par c¢ sont fermées. Donc A: et B sont fermées dans D,.
Donc A, est ouvert et fermé dans D, ce qui implique que A, = ¢ ou A = D..
Or A n’est pas vide puisqu’il contient 2 ; dou A, = D,. En d’autres termes,

t>1=c(t)c ()

Considérons maintenant D_ ={t <1 Iet A_={t <llc()=<€c (1)’. On
démontre comme ci-dessus que A_= ¢ ou A_= D_.Supposons que l'on ait
A_= ¢, c’est-a-dire que ¢ (t) »c (1) pour tout t < 1. En introduisant I'en-
semble{t' >tlc(t)pc (1')}‘ on conclut comme ci-dessus que c’est la demi-
droite{t' > t}toute entiére. En prenant t' = 2, on obtient que ¢ (t)%c (2)
pour tout t < 1. Faisons tendre t vers 1 ; comme le préordrekt_et la fonction u
sont continus, cela donne ¢ (1) »= ¢ (2), en contradiction avec I'hypothése
¢ (2) »~c (1). Cest donc que A_= D, a savoir t < 1 = ¢ (1) ¢ (1).

Si maintenant a est un instant quelconque de (0, *°), on raisonne comme
ci-dessus : tous les t tels que c (t) ¥ c (a) seront d’un coté de a, tous les t tels
que c (a) ¥c (t) de l'autre. Le coté est déterminé par la position de a par rap-
port a 1:si 1 <a,onac(a)pc(l),etlest tels que c (a)p-c (t) seront tous
a gauche, si a < 1, onac (1) % c (a), et les t tels que ¢ (t) % c () seront tous
a droite. Finalement :
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t>a<c(t)>c(a)

Comme t et a sont arbitraires, on a montré qu’on se trouve dans la situation (b).
On raisonnerait de méme si ¢ (1) ¢ (2) pour montrer que c’est la situation (a)

qui prévaut. P

On peut alors terminer la démonstration du théoréme 1 dans le cas parti-
culier (H).

DEMONSTRATION

Supposons pour fixer les idées que I'on soit dans la situation (b) décrite par
le ]emme 2. Je définis alors la fonction d'utilité u de la maniére suivante.
Soit X EFI”“ une allocation quelconque. Par hypothese il existe un seul
point ¢ (t) de la courbe c tel que ¢ (t) ~ X. On pose u (X) = t (dans la situa-
tion (a) on posermtu(X]— : )

Vérifions la formule (1). Si X et Y sont deux allocations quelconques, on

peut écrire X ~c (s) et Y~c (1) de maniére unique. On a les équivalences :

_)E);?ﬁc(s)kc(t)ﬂ s>t

d’ou la Pommle (1),en posants= u (f) ett=u (%.

Il ne reste plus qu'a vérifier que la fonction u est continue. Pour cela, il
suffit de vérifier que I'image réciproque par u de tout intervalle fermé [a, b]
de R est fermée dans ﬂ:m. Or:

0t (s, b)) ={X 12 <u @ < b}
“{Xla<u@®}n{Xiu<b}
“{Xxc@}n{X<Zcm}

Chacun des deux ensembles de droite est fermé puisque le préordre Y= est
continu, donc leur intersection est fermée.

Il est maintenant temps de remarquer qu'un méme préordre de préférence -
peut étre représenté — au sens de la définition 1 — par beaucoup de fonctions
d'utlhte Dans la constmcuon décrite au theorerne 3, nous aurions pu prendre
v (X) t? au lieu de u (X) t (avec X ~ ¢ (1)) : la fonction d’utilité v
ainsi définie représente - tout comme u. D’une maniére générale, on peut
toujours changer le baréme, resserrer les notes faibles ou desserrer les notes
élevées. Clest ce qu'exprime le résultat suivant, dont la démonstration est
évidente :
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PROPOSITION 4

Soit u :Hf" ~+ R une fonction d'utilité représentant le préordre de préférence
»-. Pour toute fonction f: R — R strictement croissante (* ), v =f o u est une
fonction d'utilité représentant également )_:

FIGURE 1.8

o

Les deux fonctions d'utilités u, et
n, (dont les graphes sont des plans)
déterminent la méme relation de
% préférence : la courbe d'indifférence

C est la projection des courbes de
B niveau € et €,.

On peut prendre par exemple f () = at + b (avec a > 0), ou f (1) = t*.
Alors au (X) + b, ou u (){)3 représentent - au méme titre que u, et il n'y
a pas de raison apparente de privilégier I'une d’elles. Le choix de u, fonction
d’utilité représentant -, est lesqu’é présent arbitraire. Ceci a des conséquences
importantes. De I'égalité u (X) = 2 u (?)_‘par exemple, on s’abstiendra de
conclure que la mtisfaction apportée par X est deux fois plus intense que
ce].le qu apl:lerte Y Si en effet javais choisi comme fonction d’utilité
v ()_() =u(X)+b, comme il est Kgitime de le faire, oette égahté dewendran
V(X)+b 2v9’) De méme, de l‘égahtéu(xl +Y)—uS’X.)—
u (x, + Z) — u (X;), on ne saurait conclure que rajouter Y a X; ou
Za XQ procure une satisfaction également intense. En effet, si I'on prend la
fonction d'utilité u?, cette égalité disparait. En d’autres termes, ce ne sont
pas des propriétés intrinséques : elles dépendent de la fonction d’utilité
choisie pour représenter )=

Le lecteur peut penser que ’on se noie dans un verre d’eau. Parmi toutes les
fonctions d’utilité possibles, le mathématicien ne sait laquelle choisir. A juste
titre, puisqu’il n’est pas partie prenante dans ’affaire : ces préférences ne sont

Mt <t =1 (1) <1 ().
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pas les siennes. Mais ce sont bien celles de quelqu'un ? Et si on lui demandait,
a cette personne, de dire quelle est sa fonction d'utilité ? Ce ne sera pas plgs
difficile que de déterminer son préordre de préférence. A chaque allocation X
on lui demandera de mettre une note u (X). Ainsi sera déterminée, authen-
tifiée, certifiée, une fonction d'utilité u, seule capable de mesurer I'intensité
des préférences de I'individu.

Cette démarche est au premier abord séduisante, mais les difficultés subsistent
pratiquement inchangées. Tout d’abord, quel baréme adopter? De 0 a 5,
de 0 4 20, de 0 2 100? Sil'on note de 0 a N, les satisfactions d’intensité N
ne pourront pas étre augmentées, et les satisfactions d’intensité supérieure
a N/2 ne pourront pas étre doublées. Peut-étre vaudrait-il mieux noter de
0 a + oo, ou méme de — o a + o pour mieux exprimer la dys-satisfaction.
Mais si le baréme adopté est infini, on peut aussi bien augmenter toutes les
notes de dix points, ou les multiplier par deux. La encore on est renvoyé au
donné psychologique. Or I'expérience montre que le sujet, s'il est capable
d’exprimer ses préférences, éprouve les plus grandes difficultés a chiffrer leur
intensité. Il arrive & situer sa satisfaction sur un baréme qu’on lui fournit,
maus ces notes n’ont valeur que de classement. Le sujet est mcapable de dire
si X lui procure une sansfacu:)n deux fois plus mtense que Y ou si son utilité
augmente d’autant entre Yl et Xl qu’entre ‘l’2 et X, La question lui parait
méme saugrenue !

En d’autres termes, le donné psychologique de base est le préordre de préfé-
rence. Une fonction d’utilité n’est qu'une fagon plus commode de I'exprimer.
Ni le mathématicien ni le sujet ne sont en mesure de privilégier une fonction
d’utilité parmi les multiples possibles, ni de lui faire dire plus que ne dit le
préordre de préférences. Toutes les tentatives en ce sens ont échoué.

On peut alors se demander pourquoi introduire u si on ne peut en tirer plus
d’information que de ». La réponse est que c’est un outil technique : il est
plus commode de travailler avec une fonction qu’avec un préordre. A titre
d’exemple, démontrons le résultal suivant, qui aura une grande importance
par la suite. Rappelons que e Hl désigne les ressources totales de I’économie,
et RCR Im 1'ensemble des allocations réalisables :

Q=lX=(xl,...,xm)|Exi=Q et xiEH:I 3)
i=1
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X
FIGURE 1.9
. == 1 =1, m=2;le segment de droite
o Y x' + x? = Q représente I'ensem-

ble R des allocations réalisgbles ; I
contient deux allocations X et Y,
préférées a toutes les autres.

PROPOSITION §

Soit 2: un préordre continu sur !‘I""'. Alors il existe dans R une allocation
préférée a toutes les autres :

3IXeR:vYeR, XV

DEMONSTRATION

Je dis que I'ensemble R est fermé et borné, c’est-a-dire compact dans la ter-
minologie habltuelle Pour montrer qu'il est fermé, je prends une suite Xn eR
convergeant vers X dans R, Im . | s°agit de montrer que X. appartient aussi 2 Q.
Or:
-y —> m _, -y
v X, =X, - - ,xmn) et T x, =290

i=1
-

xin—b;t:_ et (_;l_.-..,xm)—i-
En passant a la limite dans la premiére ligne a I'aide de la seconde, on obtient

E X = &. On vérifie de méme que "1.. ER' donc X.. €. Reste 2 montrer

i=1
que R est borné, c’est-a-dire contenu tout entier dans une boule de Rim,
Pour cela, écrivons la formule (3) composante par composante :

vk=1,...,1 Ex,k N 3)

Mais les xy sont tous posntzfs puisque "1 EHI De I’égalité précédente on
déduit que O < xy3 < £ pour tout k et tout i. Donc :

m
Z I xik I2 <n E I gk I'Z
k,i k=1
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En introduisant les normes euclidiennes :

Il X\ = (kEi | xg 1)"? dans R

181 = (1 Q)" dansR’
k
I'inégalité précédente s'écrit :
- — >
XER=>| XI</n|Q

—
ce qui prouve que K est contenu dans la boule de centre O et de rayon Vn |[ €2 ||
Il est donc bomé.

Introduisons maintenant une fonction d’utilité continue u représentant -
(théoréme 3). Un théoréme fondamental de I’analyse nous apprend que toute
fonction continue sur un compact atteint son maximum et son minimum.
I existe donc un point X € R tel que :

V?EQ, u(_i)?u(?)_

C'est visiblement le point cherché.

On démontrerait de méme qu’il 3xiste dans_’gl une allocation Z 2 laquelle
toutes les autres sont préférées: Y € R = Y),;_i Il suffit de minimiser u
au lieu de le maximiser. Dans ces deux cas, on voit comment un probléme
sur les préordres a été ramené a un probléme sur les fonctions, et résolu en
utilisant les outils classiques de I’analyse. Nous verrons de nombreux autres
exemples de cette méthode. Pour en faciliter I'usage, je vais étudier quelques
propriétés remarquables du préordre total >:' et montrer comment elles se
reflétent dans la fonction d'utilité u. .

Rappelons d’abord que si le préordre Y= est continu, on peut choisir la fonction u
continue (théoréme 3). Réciproquement, si la fonction u est continue, le

M - » > Im = -
préordre = est nécessairement continu. En effet, | en_s:emble'l YER™|YXX '
coincide avec l’ensemblei? € BP" |_'u (Y) = u_po qui est fermé si u est
continue. De méme pour I'enscmble{ Ze Hf“ | X = l
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DEFINITION 6

On dit que le préordre k est monotone si :
vXeRm vZerm X+7ZxX

On dit que la fonction u est monotone si :
vXeRM™ vZeR™ uX+2)>u®

FIGURE 1.10

1 =1, m=2;le préordre a est monot('me le préordre b ne l'est pas ; pour s’en
conyaincre, il suffit de regarder la position du cone noirci (représentant)
les Z tX) par rapport é la courbe d’indifférence passant par X

L’hypothése de monotonie signifie essentiellement que tous les biens sont
désirés : plus on en a, plus on est content. C'est évidemment, s’agissant de
biens matériels, le cas le plus naturel. Mais il n’en est pas toujours ainsi. Il y
a par exemple le bien « travail du sujet », et ce dernier cherche naturellement,
4 en limiter la fourniture au minimum. Il peut aussi y avoir dans I'économie
des nuisances, que le modéle prendra en compte : c’est par exemple le bien
« mercure absorbé », ou « bruit subi ». Le sujet n’acceptera pas volontiers
qu'on augmente la charge globale de la société, encore moins la sienne
propre. On remarquera que le cas ou les préférences des individus sont mono:
tones et égoistes, c’est--dire ou I'agent i ne tient compte dans I’allocation X
que du panier de biens X qui lui revient en propre, est celui ol le probléme du
partage se pose avec le plus d’acuité. Ce que voudrait chacun des individus,
c’est tout £ pour iul-meme, et rien pou: les autres ; I'allocation réalisable que
préfére I'agent i, c’est X= (a, x' 6) Les positions de départ ne
sauraient étre plus incompatibles.
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PROPOSITION 7

Si le préordre - est monotone, toute fonction d'utilité u le représentant est
monotone. Réciproquement, si la fonction u est monotone, le préordre total =
associé est monotone.

La démonstration est facile. Passons 4 I'étude de propriétés plus fines.

DEFINITION 8

On dit que le préordre )= est convexe si, pour tout A € [0, 1], pour tout
XeRm .

WX et ZX]=AY+(0-NZ%X (@)

On dit qu’il est strictement convexe si, pour tout A € ]0, 1[, pour tout
X eRm .

YX et Y£X]=AY+0-NX&X (5)

Un préordre stnctement convexe est convexe. En effet, donnons-nous Yk;)(
et %X si¥Y=7 Z, ousi A\ = 0 ou 1 la formule (4) est établie. Si ‘?#Z ona
Y > Z ou 2)-‘( puisque le préordre )= est total. Pour f‘ ixer les idées, suppo-
sons Y > Z et appllquons la_{ormule (5) en remplaqant X par Z. On obtient

+(1-2n) z>—2’ doncAY +(1-2) 2}-)( par transitivité des préférences.
D ou le résultat.

Les hypothéses de convexité sont traditionnelles en économie. Pour mieux
comprendre ce que sagmﬁe la convexité du préordre de préférence, faisons
=1/2, Y~X et Z = X dans la formule (4). On voit que si le sujet est indiffé-
rent entre X et Y il préférera & chacun d’eux leur moyenne (strictement si
la convexité est slrlcte) Si par exemple "k = 0 et y, = 0, mais >_(i o+ 0 et
y‘k # 0, on aura (xk + y‘k),-‘z #0et (x + y,){2 # 0. L’allocation (X + ‘1’){2
attribue a 'agent i du bien k et du bien r, alors que les allocations XetY
ne lui attribuaient que I'un d’entre eux. La convexité du préordre de préfé-
rence marque donc une tendance du sujet a répartir sa consommation entre
tous les biens, & étre représenté sur tous les marchés. On peut I’attribuer a
des effets de saturation qui, a partir d’'un certain niveau, viennent diminuer
I'attrait — ou augmenter les inconvénients — que présente la consommation
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exclusive d’un certain bien. On peut aussi y voir une loi psychologique qui
veut que, lorsque les premiers besoins commencent & étre satisfaits, d’autres
font leur apparition sur lesquels le sujet se transfére. L’augmentation du niveau
de vie ne se traduit pas par une augmentation réguliére de la consommation
de nourriture, mais par la satisfaction progressive d’autres besoins.

1

FIGURE L.11

1=1m=2;le préordre b est convexe, le préordre a ne_}’est pas ; remarquer
dans chaque cas les positions respectives des allocations X, Y (indifférent) et

Z=(X+Y)2.

ll

FIGURE L.12

1=1, m=2;le préordre b est strictement convexe, fe préordrg a ne l’est pas.
On_) notera dans chaque cas les positions respectives des points X, Y (indifférents)
etZ=AX+(1-1]) Y.

La convexité est une propriété géométrique qui se voit trés bien sur les sur-
3 g 3 >
faces d’indifférence. Rappelons que deux allocations X et Y appartiennent
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4 une méme surface d'indifférence si et seulement si X ~ Y. Dire que le pré-
ordre de préférence - est convexe, c’est dire que chacune des surfaces
d’indifférence délimite un domaine convexe (fig. 11). Dire que ce préordre
est strictement convexe, c'est préciser qu'aucune de ces surfaces ne contient
de segment de droite (fig. 12). Comme les surfaces d’indifférence sont exacte-
ment les courbes de niveau des fonctions d’utilité, on en déduit des propriétés
de concavité de celles-ci.

DEFINITION 9

On dit qu'une fonction u est quasi-concave si, pour tout a € R, I'ensemble
suivant est convexe :

Sa='2EHP“1u(2)Ba'.. (6)

gn dit que u est strictement quasi-concave si, pour tout \ € 10, 1[ et tout
X€E Rf“, ona:

pADzu@ et YX)=u0X+0-DDH>u@® O

ui u
a X b X
FIGURE .13
Im = 1; la fonction d’utilité en a est quasi-concave, en b elle est aussi concave.

Cette derniére condition implique que les surfaces de miveau ne contiennent
pas de segment de droite. La fgnnule (7) est la traduction littéraif de la
formule (5). En prenant a = u (X), la formule (4) dit que si YetZ appar-
tiennent @ S,, il en est de méme de tous les points du segment d’extré-
mités Y et Z. Clest dire que S, est convexe: d’oil la formule (6). On peut
donc énoncer :
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PROPOSITION 10

Si le préordre =~ est convexe, toutes les fonctions d'utilité le représentant
sont quasi-concaves. Réciproquement, si la fonction u est quasi-concave, le
préordre total - associé est convexe.

On a un énoncé analogue avec )= strictement convexe et u strictement quasi-
concave. Malheureusement, le résultat que nous avons obtenu n’est pas celui
qu'on espérait. Les fonctions quasi-concaves sont relativement peu maniables :
elles constituent une classe trop vaste pour qu'on puisse leur appliquer des
méthodes particuliéres. Par contre, il serait beaucoup plus intéressant de tra-
vailler dans le cadre des fonctions concaves.

DEFINITION 11

—
On dit qu’une fonction u est concave si, pour tout A € [0, 1], tout X ER,(]"'
ettout Y ERM :

LAX+A -2+ -Nu @) (8)

On dit qu’une fonction u est strictement concave si, pour tout A € |0, 1[,
=
tout couple (X, ?’) de points distincts :

UAX+A - >Au@+0 -Nu® ©)
ks ui
a b

FIGURE 1.14

Im = 1. En a la fonction d’utilité est concave, en b elle est aussi strictement
concave. On notera dans chaque cas les positions relatives du graphe et d’un
segment dont les extrémités reposent sur lui.
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PROPOSITION 12

Toute fonction concave est quasi-concave. Toute fonction strictement concave
est strictement quasi-concave.

DEMONSTRATION

Soit 4 une fonction concave, et 2 un nombre quelconque. Il s’agit de montrer
que :

[u(SE)Ba et u(f)?a]:u(ki+(l —R)%?a
pour tout A € [0, 1]. Mais ceci est une conséquence immédiate de I'inégalité (8) :
uQ X+ -DD>ra+0-Na=a

Si donc u est concave, le préordre total associé - est convexe. Mais la réci-
proque est fausse. L'étude des conditions & imposer au préordre - pour qu'il
puisse étre représenté par une fonction d'utilité concave a suscité de nombreux
travaux. Il s’agit en gros de conditions portant sur la courbure des surfaces
d’indifférence. Voir Debreu (1974) et Kannai pour I'état actuel de la ques-
tion et des références plus complétes. Entres autres résultats, il a été démontré
que tout préordre de préférence ) convexe et monotone peut étre approché
d’aussi prés que I'on veut par des préordres représentables par une fonction
d’'utilité concave.

Toutes ces propriétés liées a la convexité nous seront fort utiles dans la suite.
D'un point de vue technique, je ferai fréquemment appel aux caractéristiques
suivantes :

PROPOSITION 13

Une partie C deR" est convexe si et seulement si, pour toute famille finie oy,
1 < k < K, de coefficients positifs de somme 1, on a:

K
Vkx,€Cl=2Za x; €EC
k k *k

k=1

PROPOSITION 13 bis

Une fonction u.‘ﬁf — R est quasi-concave si et seulement si, pour toute
famille finie oy, 1 < k < K, de coefficients positifs de somme 1, on a :

K
[V k, u (xk) }ﬂ] g (zfﬂk Xk} = a
k=
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PROPOSITION 13 ter

Une fonction u : H:’ - R est concave si et seulement si, pour toute famille
finie oy, 1 < k < K, de coefficients positifs de somme 1, on a :

K K

UulfZa, xp) Xy x

kel k “k Pt k “k
On retrouve les définitions originelles en prenant K = 2, a; = Aetay =(1 —A).
La réciproque se démontre par récgrrence,_’ce qui est fastidieux mais facile.
Une expression du type a; X + a, ¥ + a3 z, par exemple, s’écrit aussi :

- -’ -
(@ +a) By x+By) +azz

avec B, = a_kl(a. + a_a_), B = ggf(a, + a,),donc B, + B, = 1.0n peut_::_lonc
obtenir a,_‘xj_’+ a, Yy + a3z en prenant sugcegivement un point w du
segment [x, y], puis un point du segment [w, z]. Les détails sont laissés
au lecteur.

5. Optima de Pareto

Je rappelle le cadre général : une économie constituée de m agents, caracté-
risés par leurs préordres de préférence};i, ayant a se partager / biens, présents
en quantité totale £,. Le théoréme d’Arrow nous apprend qu’il n’est pas
possible de construire un préordre de préférence collective )= sans violer les
axiomes de I'unanimité, de I'indépen-ance, ou aboutir a une régle dictatoriale.

Si 'on introduit les fonctions d’utilité, on peut proposer une régle d’une
toute autre nature. Si nous supposons les préordres)=; continus, nous pouvons,
d’aprés le théoréme précédent, les représenter par des fonctions d’utilité u,

également continues. Considérons alors la fonction u; = R (u,, . . ., uy)
définie par:
ug=uy +...+up (1

C’est une fonction sur R:m, a laquelle est associée un préordre continu :
iks Y« u, X > u, )

Est-ce qu’on ne tient pas 13, en posan!k:s =P &J, s .,)_:m), une régle natu-
relle de détermination des choix collectifs? Remarquons d’abord qu’elle

59



n'est pas dictatoriale, et qu’elle satisfait visiblement I'axiome de I'unanimité.
Elle violera donc nécessairement 'axiome de I'indépendance. Nous avons déja
rencontré ce phénomene dans les exemples concluant ]e paragraphe 3. Soient
par exemple X et Y deux allocations telles que u; (X) =y (Y) + 1 pour
touti# 1,etu, (X)— u, (Y)—a Alors :

a<m—1=ug(X)>u(Y)
—
a>m—1=ug (X)<ug )
En & autres termes, si 'agent 1 préfére vraiment de beaucoup Ya X la société

préférera Y a X sinon, elle préférera X a Y. Pourtant, dans les deux cas, les
classements individuels sont les mémes.

FIGURE L.15

Im = 1. Ces quatre fonctions d’utilité
représentent le méme préordre :
X %Y si X = Y. Laquelle est la
plus « naturelle » ?

Mais ce n’est pas la que se situe I'objection au fond. Le probléme est celui
que j'ai évoqué au paragraphe précédent : il n'y a pas de maniére intrinséque
ou naturelle de choisir la fonction d'utilité qui représentera un préordre de
préférence donné. Je peux aussi bien décider de représenter le préordre »=,
par 100 u,, et je serai alors conduit a proposer comme fonction d'utilité
collective u = R’ (uy, . . ., up) définie par :

=100u1+u:+...+um (2)

ce qui, de toute évidence, accorde a I'agent 1 un poids beaucoup plus consi-
dérable dans les choix sociaux. J'obtiendrai ainsi un préordre collectif y=.
différent du préordre )= obtenu a partir de la formule 1. D'une maniére
générale, attribuons aux m agents des coefficients quelconques a,, . . ., a_,
positifs et non tous nuls. La fonction :
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ui =a uy + ...+ ap uy 3)
définit un préordre de préférence sur R:‘“ par:
Xyt Voo ud () > 0 (V) @

On sait que deux fonctions d’utilité proportionnelles définissent le méme pré-
ordre (la formule (4) ne change pas si on remplace ui par cu, avec ¢ > 0).

m
On peut donc changer uf en uf/Z a; sans changer >3, ce qui revient 2 rem-
. m .
placer le coefficient a; par ajX a;, = o;. Les ; sont positifs et de somme 1.
i=1

On peut donc remplacer la formule (3) par (3') :
W=au +...+0puy, 3"
m
o 20 vi, Zog=1
i=1

A chaque choix des o; correspond une fonction d'utilité u? différente, et
donc un préordre total =< différent. Chacun des - peut légitimement pré-
tendre représenter les préférences collectives. Celui qui est obtenu par la
formule (1) n’est qu'un candidat parmi d’autres: c’est le cas ol a; = 1/m,
pour tout i. Cette symétrie d’écriture est toute illusoire, liée au choix par-
ticulier des u; : la formule (3') peut elle aussi s'écrire v, = v, + . o' Flign
la simple condition de choisir comme fonction d'utilité pour le i®™¢ agent
Vi = o;u;. Il n’y a aucune raison, méme formelle, de préférer ug a v;. Nous
nous retrouvons donc devant toute une famille de fonctions d’utilité, qui
sont toutes sur un pied de parfaite égalité, et entre lesquelles il faut choisir.
Une fois déterminée cette fonction d'utilité u, le probléme du choix collectif
est résolu grace a la proposition 4.5 : il s’agit simplement de maximiser u?
sur I'ensemble des allocations réalisables. L'introduction des fonctions d’utilité
individuelles u; ne résout pas le probléme, mais le déplace : il s’agit maintenant
de choisir les coefficients o; dans la formule (3") définissant I'utilité collective.

Mais nous ne sommes pas mieux armés pour résoudre ce nouveau probléme
que P'ancien : suivant quel critére comparer u¥ = T o;u; et u£= ZB; v,
quand les coefficients a; et §; sont différents ? Si 'on impose quelques prin-
cipes de cohérence (unanimité, indépendance), on retombera sur le théoréme
d’Arrow, qui nous dit que les régles dictatoriales sont les seules possibles. Elles
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sont faciles 2 reconnaitre : il suffit de prendre les ¢; tous nuls sauf un dans la
formule (3'). Ainsi, a, = 1, @ = @3 = .. .= a, = 0 donnera u¥ = u,,
dictature de I'individu 1. Notre démarche semble donc aboutir & une impasse.

Pas tout & fait cependant. Il faut certes renoncer a privilégier une des fonc-
" tions d'utilité ug données par la formule (3'), ou I'un des préordres )=
qu’elles représentent. Mais leur ensemble, pour informe qu'il soit, n’en limite
pas moins le champ des possibles. Je précise ce point. leons arbitrairement
les coefficients a;, et cherchons une allocation réalisable X qui maximise u®
D’aprés la propos:uon 4.5, une telle allocation existe toujours, et I'on a
k“ % pour tout Y €Q. Si maintenant a = (ay, . . ., ) varie, I'allo-
cation’ X® va varier dans I'ensemble R des allocations réalisables. Cependant,
elle ne décrira par R tout entier, mais un sous-ensemble P beaucoup plus
petit en général. Nous allons voir que les allocations de @ ont des propriétés
remarquables, qui font qu’elles sont seules dignes d’étre prises en considération
pour un choix collectif. L'introduction des fonctions d’utilité u; aura donc
eu pour effet, non de résoudre le probléme du choix collectif, mais de la
circonscrire ; notre démarche n’aboutit pas a dire quelle allocation est la
meilleure dans R, mais a désigner une petite partie ® de R comme seule
digne d’étre prise en considération pour le choix final. Exécutons maintenant
ce programme.

PROPOSITION 1

Soient u;, 1 < i < m, des fonctions d'utilité continues représentant les preé-
ordres de préférencek,-. Soit « = (&, . . ., ) une famille %z;elconque de
coefficients positifs, de somme un. Toute allocation réalisable maximisant

¥ = E o; u; sur R posséde la propriété :
Vi ¥~ X=Ye¢QR (P)
Si les o; sont tous non nuls, X« vérifie une propriété plus forte.
vi Y X |
=Y €R() (P)
3j:Y% X

(1) Enoncé équivalent : [V i, -Y)k, ;Ca] = [? & Rou Vi, ; ~ ';(a]
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FIGURE 116

1 =1, m = 2. La fonction d'utilité du premier agent est supposée étre u,
(X,. X,) = X,, gelle du second u, (X,, X,) = X,. On a représenté I'ensemble R,
une allocation Y maxi_n;lisanl @, u, +a, u, sur R, la_’droite o X, ta, X, =
constante passant par Y, et le cone C des allocations Z unanimement préférées
ay.

DEMONSTRATION
On part de I'inégalité :
V?ER'E&U-(F)E“)BEG-%(?) (C))

Si I‘on avait un Y € avec Y}- X pour tout i, cela se traduirait par
u (Y) >y (Xa) Il suffirait de multiplier chacune de ces inégalités par q;
et de les ajouter membre 2 membre pour obtenir:

T oy (V) > 2 o5y (X (5)

en contradiction avec (4). Si les ¢; sont tous non nuls, il suffit pour obtenir (5)
que I'inégalité large soit vérifiée pour tous les i et I'inégalité stricte pour un
seul.

DEFINITION

Toute allocation réalisable f vérifiant la progriété (P) est appelée optimum
de Fareto faible. Toute allocation réalisable X vérifiant la propriété (P) est
appelée optimum de Pareto strict. L’ensemble des optima de Pareto faibles
(resp. stricts) est noté @' (resp. P).
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Cette notion est due a I'’économiste et sociologue italien VilfredoPareto (1848-
1923). Une allocation _k’ est optimale au sens de Pareto si, dans Ie cadre des
ressources disponibles, c'est-a-dire en respectant la contrainte X x = .Q on
ne peut pas améliorer simultanément le sort de chacun des agents économlques
Soit que I'on fasse strictement mieux pour tout le monde (sens faible), soit
que 'on fasse au moins aussi bien pour tout le monde et strictement mieux
pour un individu (sens strict). On notera que faire le premier est le plus difficile
que faire le second ; tout optimum de Pareto strict est un optimum de Pareto
faible. Mathématiquement, (P) = (P’), ou encorePC®' CR.

FIGUREIL.17a

I =1, m = 2. La fonction d'utilité
du premier agent est supposée étre
u (X;, X;) =X, celle du second u,
(X;, X;) = X,. L'ensemble R est
hachuré. Les cones de sommets A,
B, C, D, E indiquent les allocations
unanimement préférées a celles-ci,
On voit que B est un optimum de
Pareto faible, A un optimum de
Pareto strict, et que C, D, E ne sont
pas optimales.

FIGUREL17b

Sur la méme figure, on a représenté
I’ensemble des optima de Pareto
stricts (arcs L'M et NP) et faibles
(arcs LM et NP).
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L'optimalité au sens de Pareto peut étre comprise de deux fagons. En un
sens plus économique d:fbord, comme un critére de bonne gestion. Dire en
effet qu’une allocation Y n’est pas un optimum de Pareto, c’est dire qu'une
meilleure répartition est possible qui permettrait d’améliorer le sort de tous :
les ressources totales 3 sont donc mal utilisées. Dire au contraire qu’une
allocation X est optimale au sens de Pareto, c’est dire qu'on ne peut plus
améliorer le sort d’une catégorie sociale uniquement par une meilleure utilisa-
tion des ressouices existantes : il faudra demander des sacrifices a2 d’autres
catégories. C’est une situation ol I'on ne peut donner a Pierre sans prendre a
Jean. Pareto lui-méme donne un exemple trés frappant : soit un myope et un
hypermétrope, nantis chacun d’une paire de lunettes. Une situation ou le pre-
mier a des verres convergents et le second des verres divergents est non-optimale.
Un simple échange les améne a une situation optimale, ou chacun a les lunettes
qui lui conviennent, et qui ne pourra plus étre améliorée.

Mais on peut aussi comprendre la notion d’optimum de Pareto en un sens
plus « politique ». lntrodulsons ce, que j'appellerai le « cntére de Pareto » :si
tous ses membres préférent X a Y, la société préférera X a Y. Cest le critére
minimum de rationalité, le degré zéro de la politique. Dans la plupart des cas,
il est insuffisant pour trancher, car il ne dit rien sur le choix collectif quand
gertauls préférent X et d’autres Y. Cest par exemple ce qui se passe quand
X et Y sont deux optima de Pareto dszgfents :il n’y a aucune allocation réali-
sable qui soit un?imement préférée a X ou a Y.En particulier, si I'on donne
a choisir entre X et ?, les avis seront nécessairement partagés. Mathémati-
quement, cela s'exprime par le fait que le critére de Pareto définit sur R
un préordre non total (cf. définition 2.1). Ce n'est donc pas une régle de
détermination des choix collectifs, au sens du paragraphe 3. Mais, pour
insuffisant que soit le critére de Pareto, il n’en permet pas moins d’effectuer
un premier tri dans la masse des allocations réalisables. Si I'on constate qu'a '3
'unanimité la société préfére Xa ‘? il est visiblement inutile de conserver Y
pour des étapes ultérieures de la discussion. On peut I'éliminer au profit de X,
et ainsi de suite. Seules subsistent aprés ce tri les allocations réalisables telles
qu'aucune autre ne leur soit unanimement préférée — c'est-a-dire précisément
les optima de Pareto (*). Le résultat suivant précise cette discussion :

(1) Dans toute cette discussion, j'ai laissé volontairement dans I'ombre la distinction entre
optima de Pareto « faibles » et « stricts ». Elle dépend bien entendu de ce que I'on appelle
« unanimité » : suffit-il de une voix pour et (n — 1) abstentions, ou faut-il n votes pour ?
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FIGURE1.18

1=1,m=2 9 (X, X,) =X,
u, (X, X;) =X,

i?est un optimum de l’g’reto strict,
unammement_yréfere ayY mais il y
en a d’autres, X' par exemple.

PROPOSITION 2

On suppose les préordres de préférence %= continus. Alors, pour toute allo-
cation réalisable ER il existe un optimum de Pareto strict Xe R unani-
mement préféré a Y:

vi, Xy ¥ (6)
DEMONSTRATION
Soient u; des fonctions d’utilité continues représentant les préordres totauxh-.
Considérons I’ensemble des allocations réalisables unanimement préférées a i",
c’est-a-dire :
gV ={ZeRIviy @D >y D}
n{z ERM™ |y @) >y D} R

i=1

Il contient au moins ? Par ailleurs il est borné, puisque contenu dans R, et
fermé, comme intersection de fermés. C'est donc un compact (cf. prop. 4.5,
dem). L’ensemble des points de 2 (;()) ou la fonction continue u, atteint
son maximum est un compact non vide, noté :

x, ={Xez D Iviez @ u ®>u @}
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On réitére 'opération. L'ensemble des points du compact(, oi la fonction
continue u, atteint son maximum est un compact noté;, et ainsi de suite,
pour ]l <i<m- 1l

o, ={Xex; 1 vZex, u K>y @)

Soit X un point quelconque de9(, . Je dis que X est 'optimum de Pareto
cherché. Tout d’abord, on vérifie aisément que :

@) oa O...0% D ... O,

Donc X € Z (Y) c'est-a-dire que c’est une allocation réalisable unanimement
préférée a Y.

Soit mamtenant T € R tel que y ’?) = u (52) pour tout ; On aura (¢ donc
u; (?) >y (Y) pour tout i. Donc € Z (Y). Comme u, (T)? u, (X), et
que X maximisait Uy sur Z (Y) on doit avoir en réalité uy (T) = u, (X)
En particulier ’_lz € X,. Comme u, ('_lt) = u, (_)E) et que X maximisait u,
sur )_\',, on doit avoir en réalité u, ( e (X) et T € X;. On démontre
ainsi de proche en proche que y; ( ) =y ( , C'est-a-dire que T ~; ')E, pour
1 <i < m. Donc X est bien un optimum de Pareto strict.

La proposition 2 implique en particulier 'existence d’o ptlma de Pareto pourvu
que les préordres de préférence soient continus (choisir Y arbitrairement).
On peut se demander si le procédé de la proposition 1 permet de les décrire

X X,
—
L
--
X
-
X )
9 o o
a ‘ Xy b | Xy
FIGURE1.19

=1, m=2,u (X, X;)=X,u, (X}, X;) =X,
Dans la figure a, X a beau étre un optimum de Pareto, il ne maximise aucune
combinaison linéaire des u;. Par contre, dans la figure b, tout optimum de Pareto
maximise une certaine combinaison linéaire des u;, représentée par la droite 9
passant par X.
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tous. Dans le cas général, la réponse est négative, comme il est aisé de s’en
convaincre sur un dessin (fig. 1.19). C'est vrai cependant dans un cas parti-
culier important : lorsque les fonctions d’utilité u; sont concaves.

PROPOSITION 3

Soient u;, 1 <i < m, des fonctions d'utilité continues et concaves représentant
les préordres de préférencey=; Soit X € R un optimum de Pareto faible.
{i existe alors une famille a = (ay, . . ., a,,) de coefficients positifs, de somme un,

m
telle que X maximise u$ = I a; u; sur I'ensemble R des allocations réalisables :
i=1
m m
i=1 =1

La démonstration passe par deux étapes, qui ont leur intérét propre. Cest
surtout pour nous 'occasion de voir apparaitre le théoréme de Minkowski,
qui jouera un si grand role a partir du chapitre III. On remarquera que la
conclusion reste vraie a fortiori si X est un optimum de Pareto strict.

U +R"

FIGURE 1.20

—
m = 2. On a grisé I'ensemble U () —ﬂ':“ (y compris le bord). Le cone U (X)
+R :" est ouvert (ne contient pas son bord). Le principe de la démonstration
de la proposition 3 est de faire passer entre eux une droite 9.
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LEMME 1
Soit U l'application de R dans R" définie par :
— - >
U(X) = (u; (X), .- ., u, (X))
Si les u; sont concaves, I'ensemble U ( R) - Bf est convexe :

UR) -R"={(v....v) ER"| XeR u(X) >, vi}

DEMONSTRATION

- -
Soient v = (vy, . . ., V) et w = (wy, . . ., wp) deux points de U (9{} —R, et ?\
un nombre compris entre 0 et 1. Il s’agit de montrer que AV + a - ?\)
appartient encore 2 U (R) —R. On a:

axe Ry, (X)>v; ¥i
IVeR:y,(V)=w; ¥
En multipliant la premiére ligne par A, la seconde par (1 — A), et en ajoutant :
Vi Ay D+ =Ny DAy +(1 - w
Utilisons I'inégalité de concavité :
Ay X+ 0 -NyD<y, AX+0-0Y)
Y

—
Comme R est convexe, A X + (1 — A)
le résultat désiré :

iy @A+ -Nw

e 3 -
= Z €. Ceci donne finalement

LEMME 2

-
Une condition nécessaire et suffisante pour que X soit un optimum de Pareto
faible est que :

W(X)+R") N (U(R) -R™) = ¢ Q)

DEMONSTRATION

Dire que cette mtersectlon est non vide signifie précisément que 'on peut
trouver un point Y €R, des nombres p; > 0 et g; =0, pour 1 <i<m, tels que :

v i, ui(X)+pi=ui(Y)—q
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Ceci revient a dire que u; (y;) > y; (x;) pour tout i, c’est-a-dire que X n'est
pas un optimum de Pareto faible.

J'énonce maintenant un résultat de portée trés générale :

THEOREME DE MINKOWSKI
Soient dans R™ deux convexes non vides disjoints :
C[ F¢, Cz?&tﬁ, C) ﬁCz‘—‘ ¢

On peut trouver une famille a = (a;, . . ., a,,) de coefficients non tous nuls
et un nombre b tels que :

— . m m .
VXx€C), VYEC, Z aix;<b< I 4;y; (8

= i=
Si en outre l'un des convexes est fermé et l'autre compact, il existera une

famille a = (a,, . . ., a,,) de coefficients non tous nuls, deux nombres b, et b,
distincts, tels que :

m m
VYx€EC, vy EC,, ‘?I a;ix;<b;<bp< EI a; Y 9)

FIGURE 1.21

Le théoréme de Minkowski affirme qu’entre deux convexes disjoints C, et C,
on peut faire passer un hyperplan H. C’est bien le cas en a, mais non en b (C'l
non convexe).

-
Ce théoréme a une interprétation géométrique simple. L'ensemble des points z

n
de R" tels que ¥ a; z; = b est ce qu'on appelle un hyperplan. Si b = 0,
i=1
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c’est un sous-espace vectoriel de dimension n — 1. L’hyperplan H, d’équation
m
E a; z; = b, sépare I'espace ambiant R" en deux parties : une région §, ol

Z a z; < b, et une région J, ol E 8, 7z; 2 b. On les appelle les demi-espaces

i=1

fermés limités par H. Le théoréme de Minkowski affirme simplement que si
C, et C, sont convexes disjoints, on peut choisir un hyperplan H de
telle sorte que C, C §, et C, C§,.. La séparation ainsi faite n’est pas stricte :
on remarquera que H C §, N F,. La formule (8) n’exclut nullement que H
rencontre C, ou C,, ni méme qu’il les contienne tous les deux ! Si 'on veut
un résultat plus précis, il faut faire des hypothéses plus fortes : c’est le but
de la deuxiéme partie du théoréme. Si I'on pose b = (b, + by)/2, la for-
mule (9) montre que I'hyperplan H d’équation E a, x; = b ne rencontre ni
i=1

C, ni C,.Chacun de ces convexes appartient a I'un des demi-espaces ouverts

m
limités par 'hyperplan H: la région ©, ou E a; z; < b et la région O, ou
m

b2 a; z; > b. On remarquera qu'ils sont dlSjOlﬂlS entre eux et de H. En outre,
i=1

R™ =0, U HU 0,. Je ne donne pas la démonstration de ce théoréme
puissant, mais je vais I'utiliser pour démonstrer la proposition 3.

DEMONSTRATION

Dapres le lemme 1, I'ensemble U (R) — R, M est convexe. L’ensemble
u (X) + FI'“ est le translaté du cone convexe i'am par le vecteur U (X)
il est donc convexe lui aussi. D’aprés le lemme 2, ils sont disjoints. D’aprés le
théoréme de Minkowski, on peut trouver une famille de coefficients
a=(a, ... ay) et un nombre b tels que :

m
VVEUM@ -R™, Zav <b (10)
i=1
- - ° m
vweUX +R™, Zaw=>h
i=1
Cette derniére équation s’écrit aussi, en posant w; = u; (% + t,avect; >0:

VEER™, Zat>b— 2y (X) (1)
i=1 =1
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On en déduit aussitot que les coefficients a; sont tous positifs. Si en effet
on avait 3 < 0 pour un certain j, on poserait t; = O pour i # j, et on ferait
tendre tj vers + oo dans l'inégalité (11). Le membre de gauche tendrait vers
— oo, celui de droite restant fixe, ce qui est absurde.

On peut aussi, dans cette méme inégalité, faire tendre les t; vers zéro (bien
qu’on n'ait pas le droit de poser t; = 0). On obtient :

E a u (X) > b (12)

Passons maintenant a I'inégalité (10). Elle nous apprend que, pour tout Ye R,
et toute famille (p,, - . ., pm) de coefficients positifs, on a:

Za @ -p)<b

On a le droit de prendre les p; tous nuls, ce qui donne :

vYeR, i'fai y V) <b (13)

m
On peut diviser les inégalités (12) et (13) par X a;, qui est non nul puisque
i=1
m
les a; sont positifs et non tous nuls. En posant a; = a;/Z a;, on obtient :
i=1

vYER, gai Y (v') < Eui u; ()“(’),
i=1 i=1

ce qui est le résultat désiré.

La boucle est bouclée. Le moment est venu de nous demander quelle est la

signification de ces familles de coefficients a@ = (e, . - ., @) qui sont si

étroitement associés aux optima de Pareto. Choisir e, c’est définir une fonc-
m

tion d’utilité collective ug = Z o u; ; Cest retenir, parmi tous les optima de
=1

Pareto, celui ou ceux qui la maximisent. C’est donc résoudre le probléme du

partage. Convenir d’'une fonction d’utilité collective, c’est imposer un arbi-

m
trage aux individus. Le simple fait d’écrire uf‘ = Z o; y; implique qu’il revient
i=1
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au méme d’augmenter u; de 1/o; et u; de lfcv]-. Une unité d’utilité de I'indi-
vidu i «vaut» o/a; unités d’utilité de I'individu j. Le cas extréme est celui

ota=(1,0,...0);alors u‘: = u,, et on retrouve la dictature de I’agent 1.

Rappelons une fois de plus que nous n’avons pas trouvé de maniére naturelle,
ou méme rationnelle, de faire ce choix. En premier lieu, comme nous en
avons déja discuté, le choix des fonctions d’utilité individuelles comporte une
large part d’arbitraire. Mais on rencontre aussi une difficulté nouvelle : com-
ment comparer les utilités d’individus différents ? Sur quel fondement s’appuyer
pour décréter qu’il est bon de diminuer u; de ¢ ¢; pourvu qu’on augmente u;
de ¢ o5 — c’est-a-dire que les avantages pour les uns I'emportent sur les
inconvénients pour les autres ? Certes, de tels raisonnements sont courants,
et ils peuvent méme s’appuyer sur des précédents glorieux (Ricardo combattant
les Corn Laws). Mais ils intégrent des éléments idéologiques étrangers au cadre
purement économique qui a été le ndtre. D’un point de vue strictement expé-
rimental, ajouter les utilités d’individus différents, fit-ce en les pondérant par
des coefficients, a autant de sens que d’ajouter les températures de corps dif-
dérants, sous prétexte qu'elles sont toutes exprimées en Fahrenheit !

Certes, rien n’empéche de choisir, d’une maniére ou d’une autre, un optimum
de Pareto parmi les autres. Cela se traduira, au moins dans le cas convexe,
par le choix d’une famille @ = (a;, . . ., ay) de coefficients. Nous voyons
des partages s’effectuer sous nos yeux, depuis le cadre de notre famille jus-
qua I'échelle de la planéte, et nous faisons journellement la triste constatation
que l'optimum dictatorial « = (1, 0, . . ., 0) n’est pas le moins utilisé. Je
ne prétends donc pas que le choix est impossible. Je dis qu’il est de nature
politique, car les éléments économiques a eux seuls ne permettent pas d’en
décider. Les coefficients o; traduisent alors le poids respectif des divers indi-
vidus. Ainsi, la notion d’optimum de Pareto marque la frontiére entre 1’écono-
mie et la politique. L’économiste se borne a prescrire les optima, c’est-a-dire
a s’assurer que I’économie fonctionne sans gaspillage. A partir de 1, c’est au
politique de prendre la reléve, et de dire quel optimum sera le bon.
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Il. Economies de propriété privée :
le noyau

Le chapitre précédent a isolé parmi les allocations réalisables, les optima de
Pareto. On les caractérise par le fait qu'il n’est pas possible d’augmenter simul-
tanément [’utilité de tous les agents, ou encore qu’il n’y a pas d’allocation
réalisable qui leur soit unanimement préférée. Ceci peut étre considéré, soit
comme un critére de bonne gestion économique, soit comme une régle de
rationalité collective.

La question se pose de savoir si on ne peut a leur tour isoler, parmi les
optima de Pareto, d’autres allocations remarquables. L’analyse que nous avons
menée, particuliérement le théoréme d’Arrow, montre que cela ne peut se
faire sans l'intervention de facteurs supplémentaires. L'élément nouveau qui
va jouer dans ce chapitre est la propriété privée des ressources initiales : elles
ne seront plus attribuées en bloc a la collectivité, mais réparties entre les indi-
vidus. En d’autres termes, on part d’une situation acquise. Griace a cela, nous
allons pouvoir définir de nouveaux critéres qui permettront de rejeter beau-
coup d'optima de Pareto. Ceux qui subsisteront formeront ce qu'on appelle
le noyau de I’économie.

Dans I'élaboration de ces nouveaux critéres, les coalitions d’agents joueront
un role fondamental. Ce sont des étres intermédiaires entre I’individu et la
collectivité, les pendants théoriques des syndicats, cartels et autres associations
de la réalité économique. L'importance de leur action est telle qu’elle mérite
une analyse a part, dans un cadre approprié, qui est celui des jeux coopératifs.
Les deux premiers paragraphes de ce chapitre leur seront consacrés, et nous
attendrons le troisiéme pour rejoindre I'univers économique décrit au Chapitre 1.
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1. Coalitions

Nous considérons, comme précédemment, une collectivité de m agents. La
société toute entiére, consensus de m individus, est notée S. Mais on peut
aussi envisager des regroupements partiels, associations de k < m individus :
ce seront les coalitions. La définition précise est trés facile.

DEFINITION
On appelle coalition toute partie de S.

On peut prendre, par exemple, S elle-méme : c’est la grande coalition. Mais
I’agent / peut aussi constituer une coalition, notée{i}, a lui tout seul. Entre
ces deux extrémes se situe toute la gamme des coalitions 4 2,3,...,m — 1 per-
sonnes. D’aprés la définition, il faut également considérer la partie vide ¢
comme une coalition (2 0 membre). Si par exemple on prend m = 3, on
trouve 8 coalitions possibles :

sfth2bshin2b b2 sb 2t

L’ensemble des coalitions n’est autre que & (S), ensemble des parties de S.
On sait que, si S a m éléments, P (S) en a 2™. Il ne faut pas s’attendre cepen-
dant a ce que toutes les coalitions possibles voient le jour simultanément.
Une certaine communauté d’intéréts est nécessaire pour que des individus
envisagent de s’associer. Encore faut-il qu’ils contractent effectivement alliance,
car nombreuses sont les associations naturelles qui se disputent les faveurs de
chacun. Seules se formeront finalement certaines coalitions. L’ensemble des
coalitions formées sera notée €, c’est une partie de P (S). Les coalitions qui
n’appartiennent pas 2 € n’ont qu’'une existence virtuelle : elles n’influenceront
pas le déroulement des opérations. On dira que C est une structure de
coalitions.

Parmi les structures de coalitions, celles qui sont « équilibrées » jouent un
role particulier. Elles apparaissent inéluctablement au cours des démonstra-
tions, mais la véritable raison de leur importance est encore mal connue. Je
vais tout de méme en donner une présentation intuitive, quitte & en biaiser
quelque peu la compréhension. Nous nous engageons maintenant sur un
raccourci, pour arriver plus immédiatement a la notion de structure équili-
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brée de coalitions. Quand nous l'aurons atteinte, nous devrons oublier les
étapes intermédiaires.

Nous penserons les coalitions comme représentant leurs membres. Supposons
que ce soit la structure € qui se soit imposée : seules se sont formées les
coalitions de €. Celles-ci sont alors des personnes morales entre les mains
desquelles les individus ont abdiqué leur souveraineté. Si I'agent i est un
farouche individualiste, il formera la coalition { if , et toutes les autres devront
se passer de lui. Dans ces conditions, on peut considérer comme naturelles
les structures € satisfaisant a la régle que tout individu est représenté par
une coalition au moins :

vi€ESs, ICel: ieC. (1)

On songe d’abord aux structures disjointes : un individu ne peut pas appar-
tenir & deux coalitions a la fois. Mathématiquement,

CeEC et DEC =CND=¢. 2)

Si on leur impose en plus d’étre naturelles, c'est-a-dire de satisfaire a4 la
régle (1), on obtient toutes les partitions de S.

Mais la condition (2) est bien stricte : il est trés courant qu'une méme per-
sonne soit membre de plusieurs organisations, qui défendent ses intéréts a
des titres divers. Mais si I'individu i appartient a la fois a la coalition C et
a la coalition D, il ne peut étre représenté pleinement ni par C ni par D,
puisque 'une et l'autre se réclament de lui. Nous lui attribuerons a4 chacune
un certain « pourcentage de représentativité » ; c’est-a-dire que nous nous
donnerons deux nombres aJC >0et ail) >0, de somme unité, et nous convien-
drons que la coalition C représente la fraction a- de Pindividu 7, et D la
fraction af,. Le fait que of- + afy = 1 exprime simplement que, 2 elles deux, les
coalitions C et D représentent pleinement I'individu i : elles se le sont en
quelque sorte partagé. Ce dispositif s’adapte sans difficulté au cas ou I'agent
i appartient, non plus & deux coalitions, mais a trois, quatre ou plus. Ainsi,
chaque coalition C € € est affectée d’une famille de coefficients (“iC)iEC‘
ou ap est la fraction de I'individu i représentée par C.

Nous nous imposerons alors une seconde régle : chaque coalition représente
également tous ses membres. Mathématiquement, si i et j appartiennent tous
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deux 3 C € @, alors oéj = n{-: ; on conviendra de noter o~ leur commune
valeur. A chaque coalition C € €, on peut donc associer un nombre - >0,
qui est la fraction de chacun de ses membres qu'elle représente. Mais si on
se place du point de vue de l'individu i, on constate qu’il a été partagé entre
les coalitions de € , et qu’en réunissant ses fractions éparses on doit retrouver
I'unité. D’oti la relation :

vies X =1
' cee?c ‘

3
ou e;={cee|cai

On remarquera que la relation (3) implique la relation (1) : si la somme des ¢
pour C € €, est égale a un, 'un au moins est non nul. Si la structure € est
supposée disjointe, les relations (3) et (1) sont méme équivalentes.

Il s’avére que cette seconde régle limite considérablement les possibilités. On
dira qu'une structure de coalition € est équilibrée s’il est possible d’associer
a chaque C € € un nombre ac > 0 de telle sorte que la condition (3) soit
vérifiée. Toute structure disjointe et naturelle est équilibrée, puisque chaque
coalition représente pleinement chacun de ses membres (prendre a- = 1 pour
tout C € €). Par contre, la structure & deux coalitions € = [I, S], ou I = {i},
n'est pas équilibrée. En effet, les individus autres que i ne sont représentés
que par S; d’oll ag = 1. Mais en exprimant la relation (3) pour individu i,
on obtient o + ag = 1, d’oul o = 0.

Si 'on reprend I'exemple d’une société de trois agents, on trouve comme struc-

tures équilibrées :
e = {1 23h e. ={1}. {2}. {3h

es=1{1}.{23h es =1[§2 . 11,3},

es =[{3}. {12}
es = ({12} {13442 3h

qui ne l'est pas, et toutes les réunions de celles-ci, ainsi €, U €4 U €. La
structure € = [lll, | 1.2 ', { 1, 2, 3}], par exemple, n’est pas équilibrée.
Nous voila arrivés ol nous voulions, et nous pouvons maintenant donner la
définition formelle :

qui sont disjointes,
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DEFINITION 1

Une structure équilibrée de coalitions est une partie € de @ (S) telle que, a
toute coalition C € € on puisse associer un nombre o > 0 vérifiant :
Vi€S, Zac=1
o=5 6)
o € ={cee|cai}

Etant donnée une structure équilibrée € C @ (8), les coefficients a¢, C €C,
sont-ils déterminés de maniére unique ? Il n’en est rien en général ; si
¢ ={S, {Il’ | i€ Sl», on peut prendre ag = a et &; = 1 — a, pour tout
nombre a € ]0, 1[. Clest toutefois le cas si la structure € est minimale,
¢’est-a-dire que € ne contient aucune structure €’ qui soit elle-méme équilibrée :

€'c € c ?(S)= €' non équilibrée. (4)

PROPOSITION 2

Soit € C P (S) une structure équilibrée minimale. Alors :

(a) il existe une et une seule famille de coefficients a- > 0 vérifiant les
relations (3),

(b) € contient au plus m codlitions.

DEMONSTRATION

(a) Soient ac > 0et f- > 0, ou C €€, deux familles distinctes de coef-
ficients vérifiant les relations (3). Alors la famille 7:: =ac +t(Bc - ap)
vérifie encore les relations (3) ; reste a savoir si elle satisfait aussi aux condi-
tions de positivité. Pour t = 0, -ytc = a¢c et pour t = |, -r'c = Pc 5 pour
0<t <, 7}: appartient a 'intervalle d’extrémités ac et Be, et est donc
strictement positif. Par hypothése, il existe une coalition D € € telle que
ap # fp ; on a donc ap > Bp ou ap < Bp- Dans ce dernier cas, les rela-

tions X = Z P pour tout i € D montrent que I'on peut trouver une

CEG(:C CER; ¢ ® i
coalition E avec ap > fi. On se raméne donc a une coalition D € € telle
que ap > fp,. Mais alors 7}, devient négatif pour t >t = o) (ap — BpJ!.

En prenant le plus petit des t, possibles :
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7 =min {t, | DEE, “D>BD} Q)

on vérifie que 7tC > 0 pour tout C € €, tant que t <7.Si t =7, on aura TtC >0
pour tous les C de €, sauf ceux qui réalisent le minimum dans la formule (5).

v =0<[CEC, (I - hcloc) = min]

Le sous-ensemble de € formé des coalitions C telles que ';{: > 0 est visible-
ment une structure équilibrée. Donc € n’était pas minimale.

(b) Les relations (3) constituent un systéme de m équations linéaires (une
pour chaque i € S) ou les inconnues sont les o (pour chaque C € €). Nous
notons s le nombre d’éléments de €, c’est-a-dire le nombre d’inconnues. Dire
que la structure € est éqbuilibrée, c’est-a-dire que le systéme (3) comporte au
moins une solution dansR? (ac > 0 v C € €). Si s > m, Clest-a-dire s'il y
a plus d’inconnues que d’équations, les solutions du systéme (3) constitueront
dans R® un sous-espace affine de dimension = s — m. Un tel sous-espace
rencontre R en plus d’un point, chacun d’eux définissant une famille de
coefficients o > 0 vérifiant les relations (3). D’aprés la partic (a), la struc-
ture équilibrée € ne saurait étre minimale.

On vérifie immédiatement que les structures naturelles disjointes (c’est-a-dire
les partitions de S) sont équilibrées et minimales. Plus généralement :

PROPOSITION 3

Toute structure de coalitions équilibrées contient une structure minimale.

DEMONSTRATION

Soit @ une structure équilibrée. Si € ne contient aucune structure équilibrée,
alors € est minimale. Si C contient une structure équilibrée €', celle-ci doit
contenir moins d’éléments que € . En réitérant I'opération, on obtient une
suite de structures équilibrées emboitées :

e xe’'s€E"..
2Mm > Card € > Card @' > Card C". . .

o Card désigne le nombre d’éléments. Comme il ne saurait tomber en
dessous de 1, cette suite est nécessairement finie. Son dernier terme e
est la structure minimale cherchée.

80



X3 4

>
[+

X

FIGURE II.1

Le simplexe £ (S) pour m = 3. L’espace ambiant est de dimension trois, mais
le simplexe lui-méme est de dimension deux. C’est le triangle équilatéral ABC (a);
il est plus simple de le représenter dans son plan (b).

C=2(3)
Z(13) £(2,3)
£(1.23) FIGURE I1.2
: On a indiqué toutes les faces
du simplexe précédent.
A=Z(1) z(,2) B=Z(2)

Maintenant que Poutil est bien en main, cherchons a l'utiliser. Pour cela, il
nous faut encore introduire quelques notations. Soit f > 0 une constante ;
on considére le simplexe -

() ={XERM |x, + ... +xu =1}
A toute coalition A C S, on associe la face £ (A) du simplexe Z (S) :
T (A)= {xeﬂmlx—o viZA et Ex '

On a £ (A) CZ (S) CRT. Le théoréme suivant, dii a Shapley (1973), est
un résultat trés profond sur la géométrie de ces simplexes.
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THEOREME 4

A toute coalition A C S, associons un fermé (éventuellement vide) F 4 C X (S),
de telle sorte que :

cs, c (()
VBCS, Z(B)CUF,

Alors il existe une structure équilibrée € de coalitions et un ?qu:' appartient
a tous les Fe, pour C € € :

c@ c*e ™

Cest vraiment le résultat mathématique fondamental de ce chapitre et du
suivant. Heureusement il est susceptible d’une interprétation simple. Imagi-
nons que, les m agents aient a se partager une somme d’ argent f donnée. Tout
vecteur x de ¥ (S) représente alors un partage posslb!e la jéme composante X;
est le lot qui échoit a I'agent i. Les vecteurs y de T (A) représentent alors
les partages ol tout revient aux membres de A et rien aux autres. Ce sont les
allocations réalisables qui favorisent la coalition A, dans I’hypothése ol I’argent
est un bien que I'on désire.

F

3

FIGUREIL3

Dans cette situation, le théore-
me 4 s'applique, et il y a une
structure équilibrée € telle que les
F., pour C € €, aient un point
commun : il sagit de ('1,2}
13}, {23}) et du point'P, de
coordonnées (1/3, 1/3, 1/3).

Le partage a lieu selon certaines régles que résument les Fy, A € @ (S). Les
vecteurs de F, représentent les allocations réalisables que la coalition A
considére comme acceptables En d’autres termes, si on met sur le tapis une
proposition de répartition XEZ (S), la coalition A I’acceptera si x appartient
a F,, et la rejettera sinon. Encore faut-il que la coalition A se soit effecti-
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vement formée, c'est-a-dire que A appartienne a la structure € de coalitions
existantes. On peut alors se demander si I'on peut choisir cette structure €
de telle sorte que les exigences des diverses coalitions C de C soient compa-
tibles. Le partage pourrait alors étre fait d’'une maniére qui convienne a tous
les C € C : c’est justement ce qu'exprime la condition (7).

La réponse dépend bien entendu des conditions qu’on impose & la structure
de coalitions €. La premiére idée qui vient a 'esprit est de lui demander
d’étre naturelle et disjointe ( € sera donc une partition de S). Malheureusement
'exemple suivant, oi f = 1 et § = ’l, 2. 3} :

Fli} =1 XeR? I x, + x> 113}
F{;} =1 ¢ s s } )
montre que la réponse peut étre négative. En effet, on a 2 Fc = ¢ pour toute

structure naturelle disjointe,

e =s), e={ih {2} {3} ouw€=t{i}.1i k.
Par contre, il existe une structure équilibrée de coalitions vérifiant la condi-
tion (7), a savoir € = ['l, 2}, { I; 3',{2, 3}]: I’intersection des FC pour
C € C est réduite au point (1/3, 1/3, 1/3). On constate d’ailleurs que la
condition (6) est elle aussi vérifiée, puisque F{ ' est égal 4 T ( 1|), F’ I,
contient X ({l, jl), et les F.I } recouvrent % ({l 2, 3})

Le théoréme exprime justement que, moyennant la condition (6), il est tou-
jours p0551ble de trouver une structure de coalitions équilibrée €, et une
répartition x € X (S) qui soit acceptable pour tous les C € € . La condition (6)
est que, quelle que soit la répartition x € £ (A), il se trouve toujours un
membre ou une sous-coalition de A pour la considérer comme acceptable.
C'est une hypothése trés naturelle, puisque T (A) représente les partages qui
avantagent le plus la coalition A. Elle est par exemple réalisée si X (A) C F,,
mais c’est loin d’étre le cas général. Trés fréquemment, on a F, = ¢, ce qui
signifie que, pour des raisons qu’on ignore, la coalition A ne peut pas se former.
Remarquons toutefois que la condition (6), appliquée a B = S, nous donne

(1) 8 est le symbole de Kronecker, qui vaut 1 sii =j et 0 si i #j.
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Z(S) = iésF A» C& qui exprime que toute répartition possible est acceptable
A

pour une coalition au moins. En particulier, les F, ne peuvent pas tous
étre vides.

Il est hors de question de démontrer le théoréme 4. Je vais plutot I'illustrer
par deux corollaires célébres, qui portent les noms des mathématiciens polo-
nais Knaster, Kuratowski et Mazurkiewicz (en abrégé KK M ).

z3)

z(1) Ay

z(1,2)

FIGURE 11.4

Le grand KKM m = 3. Dans la figure de gauche, les trois fermés, F, F, F, ne
satisfont pas aux hypothéses voulues puisqu’ils ne recouvrent pas le simplexe
(prendre A = S dans la formule (8)); on constate qu'il n'y a pas de point
commun a tous les trois. Dans la figure de droite, par contre, toutes les hypo-
théses de KKM sont satisfaites, et on constate que leur intersection est non
vide : c’est la partie triplement grisée.

COROLLAIRE 5 (Grand KK M)

Soit § = { 1...m l Dans le simplexe Z (S) on considére m fermés Fy, . . ., Fp,
dotés de la propriété suivante :

VACS Z(4A) CU F, 8
(A) I (8)

Alors ils ont au moins un point commun :

m
NF,#¢
i=1



DEMONSTRATION

I sufit d’appliquer le théoréme 4 a la famille des fermés F,, A C S, définie par :
Fo=F si A={i}
Fpo =¢ sinon.

La condition (8) traduit alors la condition (6) dans ce cas particulier. On
conclut donc qu’il existe une structure équilibrée € C @ (S) telle que :
N Fe # ¢ 9
cee© ©)
Il ne reste plus qu'a identifier cette structure € . Pour cela, considérons la
structure de coalitions 9 formée des {i}, pour i € S. Je dis que C =9.
Effectivement, la condition (9) implique que F~ # ¢ pour tout C € €,
donc € C 9. On sait aussi que € est équilibrée, donc que pour tout i € S, il
existe un C de €, donc de 9, tel que i € C: ce ne peut étre que C -' '
Finalement, € = 9D, et la condition (9) s'écrit :

COROLLAIRE 6 (Petit KK M)

Soit S —i!, 5 m} Pour tout i € S, on note D; = S - i , On recouvre
le simplexe L (S) par m fermés K, . . ., K,, :

m 10

2(S)=UK (9)

=1

-

dotés de la propriété suivante :
vVi€Ees, Z(D)CK; (11)
Alors ils ont au moins un point commun :

NK; #¢
i=1
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FIGURE IL.5

Le petit KKM pour m = 3. Si on re-
couvre le triangle par trois fermés,
chacun contenant un des cotés, ils
ont un point commun au moins,

T(1) A1)

DEMONSTRATION
11 suffit d’appliquer le théoréme 4 a la famille des fermés F , , A C 8, définie par:

F, =nNK
A DiDA'

en particulier, F, = ¢ et FDi = K;. La condition (10) exprime que :

v 0K = % (S)
U Fh, = UK, =
A%SFA % 1 Di oy i--l(

et la condition (11) que :

vB#8 0NK;D>D nZz(D)
D; OB D,OB

Or le membre de gauche est par définition égal a Fyg, et le membre de droite
est par construction égal 2 X (B). La formule se réduit donc 2 Fy D X (B)
pour toute coalition B # S, et la condition (6) se trouve donc vérifiée dans
tous les cas.

On conclut donc a 'existence d’une structure équilibrée € C 9 (S) telle que :

N Fe # 12
afFc*o (12)

Ceci s’écrit encore :

N N K, #
CER Dich‘ ¢

si bien qu’il suffit de vérifier que tous les K;, 1 <i <m, figurent effecti-
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vement dans cette intersection. Si cela n’était pas vrai, on pourrait trouver
un j € S tel que D; ne contienne aucun des C € € . Ceci revient a dire que :

3jES:VCEC, jeC (13)

Or la structure € est équilibrée ; soient ac, C € €, les coefficients associés,
tous strictement positifs (définition 1). On a :

viesS, ZXa-=1 14
c€e, © Lo

avec C ; =|C €€ (C 3i|. En prenant i = j, on obtient €; = €, donc

by = 1. Ceci implique que ¥ < 1 pour toute famille 9 C €,
cE@aC plique q > Z SC p e avec

égalité si et seulement si @ = € . Les équations (14) impliquent donc que
€, =€ pour tout i € S, c’est-a-dire que i € C pour tout i € S et tout
C € C. En d’autres termes, la structure est réduite a lS ' Ceci contredit la
formule (12) puisque Fg = ¢. L’hypothése (13) était donc absurde. Finalement :

m
N NK=nK#
cECpOC’ s R

COROLLAIRE 7

Soit § =’ l,...m } On recouvre le simplexe X (S) par m fermés gl s
z(S) :fUIFf (15)
de fagon que F; contienne le ™ sommet et ne rencontre pas la face opposée:
vies, F3z({i}) (16)
ViES, FNE(D)=¢ (17

Alors les F; ont un point commun :
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DEMONSTRATION
SiB+#8S, Z(B) = g Z (D). D’aprés I’équation (17) :
D; DB

1
S(B)NF,=¢ si D,OB

Or D; O B si et seulement si i ¢ S. Des formules (15) et (16) découle alors
inclusion :

2(B)C U F.
(®) 1=

et la formule (8) se trouve donc démontrée. On est donc ramené au corol-
laire 5 (Grand KK M).

Le lecteur pourra aisément s'illustrer a soi-méme ces divers corollaires dans le
cas du triangle (m = 3) : on cherche a le recouvrir par trois fermés F,, F,, F;.
Si I'on impose a chacun d’eux de contenir un coté distinct, ils ont nécessai-
rement un point commun : c’est le Petit KK M Ce n’est plus vrai si on leur
impose de contenir chacun un sommet distinct. Mais cela le redevient si on

" leur impose en plus de ne pas rencontrer le coté opposé : c'est le Grand
KK M (corollaire 7).

2(3) £G)

(1) S, Y 2 IO

FIGURE I11.6

Le corollaire 7 pour m = 3. Si on
recouvre le triangle par trois fermés,
chacun contenant un sommet mais
ne rencontrant pas le coté opposé,
ils ont un point commun au moins.
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FIGURE IL.7

Par contre, on peut fort bien recouvrir
un triangle par trois fermés sans point
commun, contenant chacun un som-
met ; 'un d’eux devra nécessairement
rencontrer le c6té opposé (cor. 7).



2. Jeux coopératifs

Je vais donner maintenant quelques éléments de la théorie des jeux coopé-
ratifs. Il fait malheureusement oublier toutes les considérations qui ont entoluré
les structures balancées de coalitions, et n'en retenir que le concept brut,
exprimé dans la définition 1, et le théoréme de Shapley (théoréme 4).

FIGURE IL.8
S = "l,2,3lu On a représenté le
cone R®. En prenant A = {12},

on a représenté opérateur 7.

Contrairement 2 mon habitude, je commencerai par asséner des définitions,
On notera encore S I’ensemble { (I ml. Pour toute partie A C S, on
désignera par B I'ensemble des vecteurs de composantes v;, i € A. Cest
un espace vectoriel de dimension Card A ; on désignera par R f ’ensemble

des vecteurs @ composantes positives (v; = 0 V i € A) et par I?-'I :‘ I’ensemble
des vecteurs & composantes strictement positives (v; > 0 ¥ i € A). On iden-
tifiera RS et R™ ; & tout vecteur V= (Vi - - 5 V) de RS est associé un
vecteur , V= (v)ica deR A obtenu en ne retenant que les composantes
de v indexées par A. L'opérateur m, : RS - RA ainsi défini est linéaire et
surjectif ; son noyau :
7l @ ={vemrS|y=o0ovieal

y — . i 4 B, .= . A .
peut étre identifié au produit {0* XR (ou 0 est le zéro de R™ et B le complé-
mentaire de A).
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DEFINITION 1

On appelle jeu coopératif 3 m personnes la donnée, pour toute partie non
vide A de S, d’une partie non vide V (A) de R, avec :

V(&) -RA CV(a) (1)

Suivant une terminologie classique, les éléments de S sont appellés joueurs,
et les vecteurs de RA les A-imputations. Pour comprendre toutes ces nouons
il faut se représenter S comme une collection de m agents, et un vecteur v
de RA comme I'attribution d’une utilité v; & chaque membre / de la coalition A.
L’agent i cherche évidemment 4 maximiser P'utilité v, qui lui échoit. Or la
régle du jeu autorise les alliances, et les joueurs sont incités a en tirer profit.
L'information est supposée parfaite, et le probléme pour I'agent i est donc de
savoir dans quelle alliance entrer. On le verra donc faire le tour des diverses
coalitions possibles, et supputer ce qu’elles ont a lui offrir.

Clest justement ce renseignement qui est fourni par V. Chaque coalition A
peut garantir a ses membres n’'importe quelle imputation de V (A), et celle-la
seulement. En d’autres termes, si la coalition A se forme, et si ses membres
conviennent a priori d’une imputation v de V (A), ils peuvent se l'assurer
quoique que fassent les autres joueurs. Il y a pour la coalition A une fagon
de jouer telle qu'a I'issue du jeu, chaque membre i de A se retrouve avec une
utilité au moins égale a v;.

Ceci explique la définition 1. Il est bien clair que la coalition A ne se pré-
occupe que de ses membres. Quant aux autres joueurs, elle ne cherche aucune-
ment a leur garantir quoi que ce soit. N'oublions pas ici que la coalition se
définit par une entente mutuelle entre ses membres : quiconque se lie a une
coalition par un accord, fut-il & sens unique, rentre par le fait méme dans
cette coalition. En d’autres termes, la coalition A ne peut se conna:tre
d’obligation qu’envers ses membres, c’est-a-dire que d’une lmputauon vERS
elle ne retient que les composantes v; pour i € A. On retrouve la I'opérateur m, :
RS > RA que j'ai défini au début. L'inclusion de V (A) dans R? signifie
donc que seules les composantes correspondant aux i € A sont & prendre en
considération, du point de vue de la coalition A.
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Enfin, on convient de dire que la coalition A a réalisé I'imputation vev (A)
si en fait elle a fait mieux pour_’chacun de ses membres. Ou encore, si la
coalition A réalise I'imputation u € V (A), on convient qu’elle réalise du
méme coup toutes les imputations v € V (A) avecv; <u; Vi € A.C'est en somme
le vieux principe « qui peut le plus peut le moins ». Il se traduit par I'inclusion
V (A) —I;If‘ C V (A) de la formule (1).

En poussant cette interprétation jusqu'au bout, on est conduit a formuler
des conditions supplémentaires, que beaucoup d’auteurs incorporent d’ailleurs
dans la définition 1. En effet, si A et B sont deux coalitions disjointes, si A
peut assurer & ses membres n’importe quelle imputation (v;);cs de V (A),
si B peut assurer 4 ses membres n'importe quelle imputation (w;);cg de V (B)
alors trés certainement la coalition A U B pourra assurer a ses membres
imputation (v;, w;)jcaug- Il lui suffit de laisser A et B agir indépendamment;
c’est ce qui ne serait pas possible si A N B # ¢, un méme agent i € A N B
recevant alors des consignes contradictoires. C'est la propriété de suradditivité,
qui est satisfaite dans tous les cas pratiques, et que l'on exprimera par
la formule :

ANB=¢,vEV(A),weEV(B) = wEV(AUB) )
ou, de maniére équivalente, par I'inclusion :
ANB=¢=V(A)XV(B)CV(AUB). (3)

En général cette inclusion sera stricte, ce qui signifie que les possibilités
offertes aux coalitions A et B s'accroissent si elles acceptent de coordonner
leurs efforts.

Un cas particulier important est celui des jeux coopératifs a paiements laté-
raux. Ils se situent dans un cadre analogue a celui du paragraphe 1.5, ou nous
avons introduit des coefficients de transfert entre les utilités d’agents diffé-
rents. On admettra ici des coefficients de transfert égaux a un; en d’autres
termes, les gains sont évalués d’aprés une unité commune a tous les joueurs,
et chacun a le droit de transférer une partie de son gain sur un partenaire.
On peut donc acheter le concours de joueurs placés dans une position clef
en leur promettant une partie du gain supplémentaire réalisé grice a leur
collaboration. Une fois conclus tous ces accords, les diverses coalitions actives
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encaisseront les gains de leurs membres, et les leur redistribueront suivant
les conventions préalables.

Eathématiquement, si la coalition A peut assurer a ses membres l’im_Putation
v € hA, elle pourra leur assurer n’importe quelle imputation u € RA
vérifiant £ u; = X v;. Il suffit de répartir différemment le gain total qui
reste inchangé. On en conclut que V (A) est nécessairement de la forme :

v ={ver? |z v <val @

ol v (A) est le gain total maximum que la coalition A puisse encaisser contre
toute défense. C’est un nombre, et non plus un ensemble. La propriété de
suradditivité prend alors une forme plus simple. D'aprés la formule (2),
Z v; <v(A)et T w; <v(B)implique que X v; + Z w; <v (AU B), pourvu que
A N B = ¢. Ceci équivaut a I'inégalité :

ANB=¢=>v(A)+v(B)<v(AUB) (5)

Imaginons par exemple un milliardaire nanti de trois neveux, et léguant sa
fortune a celui d’entre eux qu'ils désigneront a la majorité. On aura v (A) = 0
pour Card A = 1 et v (A) = f pour Card A > 2. Il est probable que I'on
verra deux des neveux s’entendre pour voter sur un méme nom, quitte pour
I'héritier a4 reverser la moitié du magot a son partenaire. Mais la personne
évincée ne se laissera peut-étre pas faire aussi facilement, et tentera de débau-
cher un des deux complices en lui proposant une part plus importante de
I'héritage. En y réfléchissant un peu, on congoit que méme un exemple aussi
simple est riche de possibilités. La situation est encore bien plus inextricable
dans les jeux de type général (sans paiement latéraux).

En fait, on sait fort peu de choses concernant les jeux coopératifs a m personnes.
On ne sait pas prédire le déroulement du jeu ; la vie et la mort des coalitions,
en particulier, reste trés mystérieuse. Ce qu’on sait concerne surtout des procé-
dures d’arbitrage qui, dans une certaine mesure, dispensent de jouer. Celle
que nous allons étudier, la plus fertile en applications économiques nous
conduit au concept du noyau. Pour I'exposer, nous revenons au cadre général
de la définition 1.

Supposons qu’un arbitre rassemble les m joueurs, et propose une imputation
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ve RS soit une utilité v; a I"agent i. Pour que cette proposition soit acceptée,
il faut d’abord qu'elle soit réaliste, c’est-a-dire que :

VEV(S) (6)

Ainsi, les m _joueurs agissant de concert, sont assurés de pouvoir réaliser
I'imputation v. Mais pour obtenir cet accord général, il faut que chacun y
trouve son compte. Il faut donc proposer a I'agent i au moins autant que ce
qu'il peut s’assurer en agissant tout seul. La formule (1) montre que V (<I il)
est un intervalle de R, de la forme :

vih === v{ip (7

ol v (~|ih est I'utilité maximum que I'agent i peut se garantir indépendam-
ment des autres joueurs. Pour que I'arbitrage proposé 'soit acceptable pour
les m individus, il faut donc que :

vies,vy=v({ip (8)

Mais il n'y a pas que les individus dans les jeux coopératifs : il y a toutes les
coalitions. Les joueurs passent constamment en revue toutes les alliances
possibles, et si les membres de la coalition A, en faisant leurs comptes, s’aper-
goivent qu'en agissant ensemble, et quoi que fassent les autres, ils peuvent se
débrouiller pour faire strictement mieux que ce qu’on leur propose, ils feront
sécession et refuseront I'arbitrage. On dira donc qu’une coalition A bloque
I'imputation v vV ERS il existe u € V (A) avec v; < u; pour tout i € A.

DEFINITION 2

Le noyau du jeu est I'ensemble des imputations de V (S) qui ne sont bloquées
par aucune coalition.

Le noyau du jeu représente donc I'ensemble des arbitrages acceptables. Il
nous sera trés utile dans la suite d’en avoir une figuration géométrique dans
I'espace R™. Cet espace contient V (S), dont le noyau est un sous-ensemble,
noté N . Introduisons I'ensemble B (A) des imputations ve R™ qui sont
bloquées par la coalition A C S:

B(A)={VER™ | 3u EV(A):Vi€A, v <y} ©)
~{VeER™ |n, VeV (A) -RA}
=2 (V (4) -RM}
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FIGURE I1.9

S§= ‘ 1,2,3 l On a représenté I'ensemble V (A), pour A = { 1,2 } ;(dans le plan
horizontal ; grisé le plus foncé). L’ensemble B (A) bloqué par A est I'intérieur
du cylindre ayant V (A) pour bas et des génératrices verticales (volume grisé

le plus clair).

Géométrisuement, B (A) est un cylindre de R™, aux gén_ératrices paralléles
_il> s (0), C'est-a-dire 2 RS\A_ En dautres termes, si v € B (A)_,* alors
v+ w € B (A) pourvu que w; = 0 ¥ i € A. Dire qu’uniimputation vERS
n’est bloquée par aucune coalition signifie que le vecteur v € R™ n’appartient
A aucun des B (A), A C S. La définition 1 définit donc le noyau <M comme

I’ensemble :
DN =v(S)n(nCB(A) (10)
AGS

Dans cette formule interviennent les B ({il‘), pour i € S. Ce sont en fait
les demi-espaces de R™ formés des points dont la i¢Mme composante est stric-
tement inférieure a v ({i }) (formule (7)). La formule (10) implique donc
la formule (9). Mais B (S) intervient également ; ceci implique par exemple
qu’aucun point de 1 ne peut étre intérieur & V (S). Nous reviendrons sur ces
considérations dans la suite. Pour I'instant, voyons un peu ce que donne la
définition 2 dans le cas particulier des jeux a paiements latéraux.
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PROPOSITION 3

Dans un jeu G paiements latéraux, le noyau est l'ensemble des imputations
Y ER™ qui vérifient :

E}v,- = (S) (11)
VACS Zv>v(A) (12)
€A

B(2)

FIGURE I1.10

On a représenté le noyau dans le cas trés simple ou il n'y a que deux joueurs
(m = 2). L'ensemble B (S) n’est autre que I'intérieur de V (S).

DEMONSTRATION
D’aprés la formule (4), I'appartenance VEV (S) se traduit par I'inégalité :

m
iE v, <V (5)
=1

D’aprés la méme formule, dire que VER™ est bloquée par la coalition A
se traduit par l'inégalité :

A)-Zv.>0
VAl P
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En effet, en appelant € ce nombre stricteg}ent positif et a le nombre d'élé-
ments de A, on constate que l'imputation u €RA, définie par u; =v; + ¢€a,
vérifie u; > v; pour tout i € A, et appartient 2 V (A). D’ou la formule (12),
et en particulier I'inégalité obtenue en y prenant A = S. Comme !'inégalité
inverse a été démontrée par ailleurs, I'égalité (11) en découle.

Le noyau du jeu parait résoudre de maniére satisfaisante le probléme de
’arbitrage : une fois proposée une allocation du noyau, personne, individu
ou coalition, n’est incité a s'y opposer sous peine d’étre abandonné a ses
propres forces, et de faire moins bien que ce qui était offert. Malheureusement,
il reste une question en suspens, et non des moindres : existe-t-il vraiment de
tels arbitrages ? En d’autres termes : le noyau est-il non vide ? Pour voir que
la question se pose vraiment, je donne deux exemples simples, tous deux
dans le cadre des jeux avec paiements latéraux.

Jeu de I'héritage. C'est le jeu a trois personnes que nous avons décrit tout a
heure. Son noyau est I'ensemble des imputations (vy, v;, v3) vérifiant (11)
et (12), qui deviennent ici :

vi +v; +vy3=f (13)
vi +vp =M, vy vy =21, vg vy ="o (14)
Vi ;0, Va ;"0, Vi =0 (15)

On vérifie aisément que ces inégalités sont incompatibles : I'addition membre
a2 membre des inégalités (14) donne 2 (v; + v, + v3) = 3 f, contrairement
a I’équation (13). Toute imputation est donc bloquée par une coalition au
moins. L'imputation (f/2, f/2, 0), par exemple, que j’avais proposée, est blo-
quée par la coalition { 2.3 , qui peut réaliser (0, 3f/4, f/4).

Jeu de la pollution. Chacun des m joueurs posséde un jardin propre et une
poubelle pleine. Le jeu consiste & vider sa poubelle dans le jardin de quelqu’un.
Si p poubelles ont été déversées dans le jardin du joueur i, le gain de celui-ci
est — p.

La encore, on montre aisément que le noyau est vide. On a v (§) = —m
(nombre total de poubelles) et, si on note A;, la coalition S\’i', on a
v (A;) = — 1 (le jardin de I'agent i sert de dépotoir a la coalition A;, et le
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malheureux ne peut se venger qu’une fois). En écrivant I'inégalité (12)
pour A;, on obtient :

ViES, Zv>—1
jri
On a la m inégalités que I'on ajoute membre & membre, ce qui donne :

m
(m = l)zvl;“m
i=1
En remplagant X v; par sa valeur v (S) = — m, on obtient I'inégalité
(m — 1) < 1 soit m < 2. Sim > 2, on tient une contradiction, et le noyau
est vide.

Ces deux exemples laissent penser que si le noyau est vide, c’est que les coali-
tions, intermédiaires entre les individus et la collectivité, ont trop de pouvoir.
Dans le jeu de I'héritage, par exemple, il suffit de décider que les coalitions
de deux joueurs n’ont droit qu'aux deux tiers de la fortune (remplacer f par
2f/3 dans les formules (14)) pour que le cceur contienne au moins I'impu-
tation (f/3, f/3, f/3). Il s’agit donc de traduire mathématiquement cette idée
que les coalitions intermédiaires ne doivent pas étre trop puissantes devant S.

Déja, la propriété de suradditivité traduit partiellement cette idée. En effet,
" si 'on a une structure naturelle disjointe, c’est-3-dire une famille € de coali-
tions C deux a deux disjointes et rﬁ:ouvram S, on déduit aisément de la
formule (2) que, pour toute imputationvE R™, on a :

[VCEEC, m vEV (O] =V EV(S) (16)

En d’autres termes, si une imputation V est réalisable par toutes les coali-
tions C de €, chacune en ce qui la conceme, alors elle est réalisable par la
société S toute entiére. C’est bien une facon de dire que les coalitions inter-
médiaires ne sont pas trop puissantes. Malheureusement, elle est insuffisante :
le jeu de I'héritage et le jeu des poubelles sont suradditifs, mais leur cceur est
vide. Il faut donc renforcer I’hypothése de suradditivité : une maniére naturelle
de faire est d’étendre la formule (16) aux structures équilibrées.

DEFINITION 4

Le jeu est dit équilibré si, pour toute structure équilibrée €, et toute impu-
tation v ER™, on a:
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[WCEEC, ncvVEV(Q))=VEV(S) (17)

La formule (17) peut aussi s’écrire comme une inclusion dans R™ :

L V@ Vs (18)

Cette propriété suffit a assurer la non-vacuité du noyau. Bondavera [1962,
1963] dans le cas des jeux a paiements latéraux, puis Scarf [1967] dans le
cas général, ont démontré le résultat suivant :

THEOREME 5§

Le noyau est non vide pourvu que :

(a) le jeu soit équilibré et les V (A) fermés ¥ A C S,

(b) wia)={vevia)lvzv({i})vicA} soit borné et non vide v A C .

Rappelons que v ({il) est I'utilité maximum que le joueur i peut se garantir
par lui-méme (formule (7)). Comme les W (A) sont en nombre fini, dire qu’ils
sont bornés implique qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que :

VACS, vWEWA), viea w-v({iph<c (19)

La démonstration que je vais donner est diie a Shapley [1973]. Elle consiste
a se ramener au théoréme 1.4 en trois étapes successives.

Etape 1. Je considére dans R™ I'ensemble 9 des droites paralléles au vec-
teur 1 = (1, . . ., 1) et orientées dans le méme sens. Elles sont toutes ortho-

m
gonales a 'hyperplan H d’équation vy + .. .+ v =X v(lil-) — mc ol ¢
i=1

est la _(ionstante de la formule (19). Chaque droite D € 9 coupe H en un
point v et un seul ; la donnée de ce point la caractérise complétement. On a :

D={v+t1 ter} (20)

LEMME 1
Pour tout v € H et tout A C S, il existe un unique nombre 1, (;:) tel que :

DNB(A)={V+11l t<1, (W}
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FIGUREIL 11

Toujours le cas simple S = {],Zi . On a noirci W (S). &es quati;e points &, 8,7, 6,
représentent respectivement v, v + 7, (v), v + 7 (v), v+ 1 (v).

DEMONSTRATION
Introduisons 'ensemble :
—> -
L@={tiv+tTennm }

Soit t € I, (?). D’aprés la formule (9), on peut trouver I: € V (A) tel que
v; + t < u; pour tout ide A.Sis<t, on aura a fortiori v; + s <u; pour tout i
de A. Donc

[tELL (V) et s<t]=sel, (),
qui se trouve donc étre soit vide, soit IR tout entier, soit un intervalle de la
forme ]— o=, 7), ouvert ou fermé.
Prenons dans W (A) un point quelconque w, et choisissons t <min (w; —vy).
iEA
Alors v; +t < W; pour tout i€EA, et vHtiev (A) d’aprés la formule (1).

Donc t € s A (v) D’autre part, si Pon choisit un t > mg (¢ — v;), on aura
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v; + t> ¢ pour tout i € A, etv+tl & W (A) d’aprés la formule (17). Si en
outre t > mé: (v ({i}) — v;) (un tel choix est toujours possible) on en déduit
i

que P g & B (A). Donc t ¢ Is (:). L'intervalle 1, (:) ne saurait donc
étre vide, ni coincider avec R.

Ce ne peut pas étre non plus un intervalle fermé de la forme [— oo, 7]. Si
en effet la borne supérieure 7 appanenatt al, (\r). on pourrait trouver, tou-
jours d'aprés la formule (9), un u € V (A) tel que v; + 7 < y; pour tout
i € A, On pourrait donc trouver 0 > 7 tel que les 1ne§>ahtes v + o<y
subsistent pour tout i € A. Cela signifierait que 0 € 1, (v), contrairement a
la définition de la borne supérieure. Finalement, I, (_\;) est nécessairement un
intervalle ouvert de la forme indiquée.

—_—

LEMME 2

La fonction 7, : H > R est continue.

DEMONSTRATION

- -» —
Soit v, une suite de points de H convergeant vers v. Posons 7, (v,) = 7,
et 75 (;5 = 7. Par définition de 74, on a:

- -
vt<r,v+tl€B(A)
ce qui donne, en ajoutant l':!+A aux deux membres :
o
v+11-RACB(A)

- - - ;
Notons t, = sup lt | ;:1 +tl1€v+r71 —':f} De l'inclusion précé-
dente on déduit immédiatement que t, < Tn Par ailleurs, on peut écrire :

t—sup{tltl+v —v-r1 A*
=supit|t+vh—vi—f<0 ViEAl'
=inf {47 +v; — v l
iEA
ce qui montre que t, tend vers 7. De méme maniére, je dis que :

G+7T+ RAHNBA) =4 21)
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-
Si en effet cette intersection contenait un point w, on pourrait trouver un
—
u €V (A) tel que:

ViEAu, >wj2vitr7

En particulier, les inégalités u; > v; + o subsisteraient pour tous les o assez
voisins de 7, contrairement & la définition de celui-ci comme borne supérieure.

- =
Notons s, = min { tfjv,+t8 Evt 1 +ﬂfl. De la formule (21)
on déduit immédiatement que s, = 7. Par ailleurs, on peut écrire comme
ci-dessus :
=max {7+ v, — v
et
ce qui montre que s, tend vers 7.

On a donc démontré I'encadrement t, < 7, < s, ou les deux extrémes ten-
dent vers 7. Ceci prouve que 7, tend vers 7, et donc que 7, est continue.

Pour chaque coalition A # ¢, je pose :
e —

FAzivEHIrA(;3=rgg>éfc(V)} (22)
On peut interpréter cette définition A I'aide de la formule (20): un point v
de H appartient a F, si l'intersection D N B (A) recouvre .tous les D N B (C).
En. d’autres termes, c’est dans B (A) que la droite D reste le plus longtemps.
En tous cas, de la définition (22) et du lemme 2 il ressort immédiatement
que les F, sont des fermés. D’aprés le lemme 1, ils recouvrent H. Ils ne sont
pas nécessairement disjoints, et certains d’entre eux peuvent étre vides.
Au terme de cette premiére étape, nous avons construit un recouvrement de H

par une famille de fermés F,, A C S. Dans une deuxiéme étape, nous allons
nous ramener a un recouvrement d’un simplexe contenu dans H.

Etape 2. Considérons le simplexe :

Z@) ={veRm | Z v = me}

En lui faisant subir une symétrie par rapport a I'origine, puis une translation
de vecteur (v (! i ,)}-,&-43, on obtient un simplexe égal :
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VIi€ES, v <v(]i
2 ={verm i ST ip

m

i:f.l(vi - v(li')) = —mc

Il est clair que X' (S) est contenu dans H. En posant Fo = F, N Z'(5)
pour toute coalition A C S, on obtient une famille de fermés recouvrant &' (S).
Montrons qu'elle satisfait I'hypothése (6) du théoréme 1.4, <’est-a-dire que :

r '
vYCCS, 2 [© CA&JS Fy (23)

On sait déja que :
FOCcEEC ’
©cx@®cy F,

et il suffira donc de montrer que pour tout C # S :
ACC=F,NnZ'(C)=¢ (29)

FIGURE I11.12

Toujours le cas m = 2. On a représenté le simplexe £’ (S) (segment « f), et les
fermés F,, F,, F; de I'hyperplan H, ainsi que les deux positions limites de la
droite D. On remarquera que, dans ce cas, il est patent que F est non vide,
et donc que 9 ne I'est pas non plus.
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Prenons donc un point v dans F' N Z' (C) et montrons qu’on aboutit 2 une
contradiction. Dire que v ve 2 (C} signifie que :

vi—v({i'}éﬁ pour i €C
v; —‘v(ii|)=0 pour i€ C (25)
iezc(vi —v (*i l)) = —mc
Comme C a strictement moins de m éléments, on en déduit qu'il existe
un j € C tel que :
y-v({jp<--«
Considérons alors la coalition J = * j I Par définition des 7, :
@ =0 {ih -v)>c
Dire que v € Fk implique, d’aprés la formule (22), que pour touti €S :
A (V)>1(v)

en notant I la coalition {1} D’od deux conséquences. En prenant i = j et
en utilisant I'inégalité précédente :

A ()>c (26)
puis en écrivant que ‘\T+ Ta (-\T)"I)QB(lil):
YIiEA vi+71, (§3>v({i]):

D’aprés un lemme dont je remets la démonstration a un peu plus tard, j'ai
I'inégalité :

VIiEA v + 14 (“J)-v({i[)a:c. (27)
En comparant (26) et (27), on obtient :
vieA v -v({ip<o. (28)

Ces inégalités strictes sont en contradiction avec les équations (25) chaque
fois que A n’est pas contenu dans C. La formule (24) est donc établie, et donc
I'’hypothése (23). La démonstration a fait appel au lemme suivant :
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LEMME 3

On a l'implication :

Vi€, v+1, (W) —v({i}) >0 (29)
S[Ivi€d v+1y (v —v(]i})<c] (30)
DEMONSTRATION

Posons vy = m, vet 1, = my 1. Je vais montrer que la condition (29)

. y -+ i

implique que v, + 7, (v) 1, €W (A). L’inégalité (19) fera le reste. o

§0it th < Ta (v) une suite de nombres convergeant vers 7, (v). On a
v+ t, 1 €B(A),etdonc

Va + ta1s EV(A)- RACV(A).

Puisque V (A) est fermé, on obtient ?A + 75 (V) TA € V (A) par passage
a la limite. Les inégalités (29) permettent de préciser que :

;’A + TA (:"3 TA ew (A),

et le tour est joué.

Il ne reste plus qu'a conclure.

Etape 3. D’aprés la formule (23), on est dans les conditions d’application du
théoréme 1.4. On peut donc trouver une structure équilibrée € de coalitions
et une imputation v € H telles que :

NFr3v.
V.

cee € >

D’aprés la définition des F(, ceci signifie que :
VCER, YVACS, r1=1. M >14 B).

En particulier, _\:C + 7 TC appartiendra 4 V (C) pour tous les C de€,
mais n’appartiendra & aucun des B (A), quel que soit A C S (définition de 7,).
Il ne reste plus qu’a se servir de 'hypothése que le jeu est équilibré (for-
mule (17)) :
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—b+ — -1
v+l ec Qe” (V) C V(S
V+rl @UB(A

Le résultat est donc établi (formule 10)) : le membre de gauche appartient au
noyau. '

Pour mieux faire comprendre le role des différentes étapes, il n’est peut-étre
pas inutile de faire remarquer que s’il ixiste vVE H tel que 7g (;3 =max 7, (;5,
c’est-d-dire si Fg est non vide, alors v + 7g (v) appartient nécessairement au
noyau puisqu’elle appartient & V (S) mais non aux B (A), A C S. Malheureu-
sement, Fg peut étre vide, d’ou la nécessité de faire appel au théoréme 1.4
et a 'hypothése d’équilibre.

3. Noyau d’une économie

Le moment est maintenant venu de retrouver I'univers économique décrit
au Chapitre I, oll m agents caractérisés par leurs relations de préférence
h, 1 <i<m, ont & se partager des ressources en quantité totale 3 erl
Pour la commodité de I'exposé, on supposera que les préordres=; peuvent
étre représentés par des fonctions d’utilité individuelles u;, 1 <i < m. Il faut
pour cela qu'ils soient totaux, et il suffit qu'ils soient continus.

Nous allons ajouter a ce schéma, longuement étudié au Chapitre I, deux hypo-
théses supplémentaires, qui vont complétement transformer la situation :

e (H1) _lf fonction d’utilité u; de 'individu i ne dépend que de son panier
de biens x! € R'.

- -
® (H2) les ressources totales S sont initialement réparties entre les individus.

Rappelons-nous que l'utilité de I'agent i, telle que nous I'avons définie au para-
graphe 1.4 est une fonction u; de (x', . . ., X', . . ., x™). Ceest-a-dire que
'agent i tient compte dans ses préférences, non seulement de son propre
panier de biens x', mais .‘}f ceux des autres. Il ne compare pas qj'rec-
tement des paniers de biens x' et y', mais des allocations X = (x', .. ., x™)
et Y = (y', ... y™). Ceci permet de tenir compte de certaines interactions
individuelles, que nous avons analysées au paagraphe 1.2. L’hypothése (H 1)
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signifie justement que ces interactions n'ont pas lieu. Les consommateurs
ignorent, volontairement ou non, le lot d’autrui : seul leur importe ce qu’ils
regoivent en propre. C’est la modélisation de I'égoisme ; elle se traduit mathé-
matiquement par le fait qu'on écrit :

y (_;') au lieu de u; (_ii, — _{“‘)
?kl}’i au lieu de  (x}, . . ., x™) >, G, .. Y™

Cet égoisme des agents rend le probléme du partage particuliérement diffi-
cile. Si, par exemple, on suppose toutes les préférences monotones, chacun

des individus prétendra s’attribuer la quantité totale Qa répartir, sans en
laisser aux autres la moindre miette. Ces points de vue sont évidemment
inconciliables, et dans ces conditions il n’est pas étonnant que le Chapitre I
se soit terminé sur un constat d’échec.

C’est I'hypothése (H 2) qui va sauver la situation. Elle introduit un change-
ment radical : la propriété privée des ressources totales a. Jusqu’a présent
elles n'étaient 2 personne, et il s'agissait de se les répartir. Maintenant on
suppose qu’au départ l'agent i se trouve en possession d’un panier de biens
o € l-'I+'. Les ressources totales de I'économie seront obtenues en agrégeant
toutes ces quantités, ce qui se traduit par I'équation :

Gew+...40" (1)

Mais il n’est pas question de disposer de la portion &' sans P'accord de I'agent i.
Celui-ci a entre les mains des biens qu'on ne pourra lui retirer qu’en lui pro-
posant mieux. Le probléme se pose dorénavant moins en termes de partage
qu'en termes d’échanges. On part d’une distribution initiale des biens, fruit
sans doute d’un partage antérieur, ou simple héritage du passé, et on cherche
a I’améliorer. Les ressources totales (1) étant constantes, cela ne peut provenir
que d’échanges entre individus. et c’est un fait d’expérience qu'un échange
peut étre bénéfique a tous les partenaires.

Jappellerai économie de propriété privée une économie vérifiant les propriétés
(H1) et (H2). Il faut se I'imaginer comme un gigantesque marché forain, oil
les agents amvent tot le matin avec leurs paniers “’i et repartent a midi
avec des paniers X.. On voit combien la situation différe de celle du chapitre
précédent, ou les agents arrivaient avec des paniers vides et trouvaient un
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grand tas de victuailles & sur 1a place du marché. Dans ce cas, il n'y a pas de
régle de partage autre que I'optimalité au sens de Pareto, qui consiste a ne
rien laisser. Par contre, dans le cas présent, la propriété privée des ressources
initiales permet d’introduire des régles sugplémenta_i)res, et de déterminer
beaucoup plus précisément des allocations (x*, . . ., xX™) satisfaisantes. C’est
que cette _{ois nous _gispomns d’une base de comparaison, 2 savoir I'allocation
initiales (w,, . . ., wy). Voyons cela.

Le probléme posé A la société S est inchangé : répartir au mieux les ressources
totales £2. Imaginons donc un coordinateur quelconque qui élabore un projet
de redistribution : une allocation réalisable (?, - ;‘“) est présentée aux
suffrages du public. Jusqu'a maintenant, seule était appelée a se prononcer
la collectivité dans son ensemble, qui disposait d’'un veto pourvu qu'il soit
unanime. Les allocations réalisables qui franchissent ce cap sont par définition
les optima 'de Pareto. Mais a présent, les individus, propnélalres des ressources
initiales, ont aussi leur mot a dire. Une redistribution (;:’, ey m) aura beau
etre optlmale au sens de Pareto si I‘agent i préfére la répartition initiale
(w s« WM), Clest-a-dire si w >-I x!, il refusera d’y préter la main, ce qui
la bloque effectivement : 'unanimité nécessaire est rompue, et si les autres
membres décident de passer outre, ils devront se passer des ressources o de
I'agent i, qui ont chancede leur ‘manquer cruellement. A coté du critére de
« rationalité collective » que constitue la régle de I'unanimité, joueront m
critéres de « rationalité individuelle » symbolisés par les conditions :

Vi€ES Xy o ()

Et ce n'est pas tout ! Car les coalitions aussi ont maintenant un droit de veto.
En mettant leurs ressources initiales en commun, les membres de la coali-
tion A CS peuvenl réaliser n'importe quels paniers de biens y, i€ A

pourvu que E y! é‘:.hw Si I'une de ces redistributions vérifie y' >‘1
i

pour tout i € A, alors la coalition A bloquera Pallocation (x', . . ., x™).
Toute tentative de réalisation de celle-ci est vouée A I'échec, car la coalition A
peut entrainer tous ses membres dans la sécession, en leur promettant stric-
tement mieux que ce que 1 le coordmateur leur propose. Poue étre acceptable,

une allocation réalisable (x % x“') doit donc satisfaire a des critéres de
« rationalité intermédiaire », donnes par :
5 - - -
VACS Xy =Zw=23i€A:x'%.. 3
€a’ " i€a k‘.yl )
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Notons qu'il y a 2™ — 1 conditions de type (3), en excluant le cas A = ¢.
Si I'on prend A = S, on trouve la définition de I'optimalité faible de Pareto.
Si I'on prend A --*’i', on retrouve les conditions (2). Dans toute cette analyse,
on voit clairement le role de ’hypothése (H 2) ; pour étre plus caché, le role
de I’hypothése (H 1) n’est pas moins réel. Car le concept de blocage repose
sur une menace de sécession, c’est-a-dire la possibilité pour toute coalition A
de s'isoler du reste de la société et de régler ses affaires en famille. Or, si
I’hypothése (H 1) (propriété privée) assure en quelque sorte I'indépendance
financiére de chacun, I’hypothése (H 2) (égoisme des préférences) assure I'in-
dépendance psychologique. Il n'y a pas de biais par lequel les membres de S\A
puissent peser sur la coalition A, ni restrictions matérielles ni pressions psycho-
logiques. Cela se voit par le fait que seuls les membres de A interviennent
dans la formule (3.2 Il en lran autrement 5| par exemple on devait écrire

(;c", R x'“)).l oY, ... y’“), au lieu de X >.|

On arrive donc a définir comme acceptables les allocations réalisables qui
échappent a tous les veto. C’est ce que formalise le concept du noyau :

DEFINITION 1

Dans une économie de propriété privée, on dit qu'une coalition A C §
bloque V'allocation (x', . . ., x™) s'il existe des paniers de biens y' EH:, i€A,
tels que :

, - - s ot
Vi€A y» x etiEEIAy’—iéAw )
On appelle noyau de 'économie 'ensemble des allocations réalisables qui ne
sont bloquées par aucune coalition.

L’analogie avec le concept de noyau d’un jeu coopératif est frappante. Elle n’est
pas seulement formelle : 4 toute économie de propriété privée, on peut associer
un jeu coopératif, de telle sorte que le noyau de I'une corresponde au noyau de
'autre. Pour ce faire, nous avons besoin de quelques notations. Pour toute
coalition A # ¢, on pose :

RA) ={G)IvieAy enr! et TV =
U@ ={@ 6 16) ek W}
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R(A) C (ﬂl)‘“ est I’ensemble des redistributions possibles internes 4 la coa-
tion A. Pour A = S, on retrouve R (S) =R, ensemble des allocations
réalisables. Et U (A) C BRA est ensemble des utilités que la coalition A
peut assurer simultanément & ses membres.

DEFINITION 2

On appelle jeu de marché associé a I'économie de propriété privée le jeu
coopératif a m personnes ou :

VAcs,V(A)=U(A)Jnjf (5)

PROPOSITION 3

- -> i
Si (x}, .. ., X"™) appartient au noyau de I'économie, alors (u,; (})1}, conn WEXT])
appartient au noyau du jeu de marché. Réciproquement, si (v,, . . ., v,
appartient au noyau du jeu de nvtrnrchf.'> alors on peut trouver dans le noyau
de l'économie une allocation .~‘ x x™) telle que v, Z2u; x') pour tout i ES.
DEMONSTRATION

Elle est trés simple. Partons d’une allocation (_):1, o ;m) dans le_)noyau de
I’économie, et supposons que I'imputation (u, (x'), . . (xm)) soit
bloquée par une coa]mon A. 1l existe donc une Almputatlon VEV (A)
telle que v; > u; (xl) pour tout i € A. D’aprés la formule (5), on peut trouver
une famllle (y)IEA, appartenant a R (A) et vérifiant y; o) > v; pour
tout i € A On aura donc y; (y) > u; (x'), et la coalition A bloquera I’allo-
cation (x s m), ce qui est lmp0s51ble D’ou la premiére partie de la
proposition.

Pour établir la seconde, partons d’une imputation (v,, . . ., vy, ) dans le noyau
du jeu de marché. D’aprés la formule Q) ou Pon prend A = S, on peut
trouver une allocation réalisable (x y o oo XM) telle que y; (x') > v; pour
tout i € S. Si cette allocauon était bloquée par une coalition A, on pourralt
trouver une famille (y )ica» appartenant a R (A), et verlflanl y (y ) >y (x‘)
pour tout i € A. Toujours d’aprés la formule (5), les u; (y;) sori_les coordon
nées d’un point de V (A), et on vient de montrer que uy; (y') > v; pour
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tout i € A. La coalition A bloquerait donc I'imputation (v,, . . ., vy), ce
qui est impossible. D’ol la deuxiéme partie de la proposition.

On en déduit immédiatement :

COROLLAIRE 4

Le noyau d'une économie de propriété privée est non vide si et seulement si
le noyau du jeu de marché associé est non vide.

On est donc amené a se demander si ce jeu de marché est équilibré. Miraculeu-
sement, cette condition d’équilibre, d’interprétation si délicate dans le cadre
général de la théorie des jeux, se traduit ici par une condition de convexité,
parfaitement naturelle.

PROPOSITION 5

Si les préordres y=; des agents i € S sont tous convexes, le jeu de marché
associé a l'économie considérée est équilibreé.

DEMONSTRATION

- - 3 B3 .. _’
Soit € une structure équilibrée de coalitions, et v = (vy, . . ., Vi) une impu-

tation vérifiant me VeV (C) pour tout C € €. Il s’agit de montrer que
vEV(S).

Faisant usage de la formule (5), j’écris I'hypothése vev (C) de la man_if_re
suivante. Pour toute coalition C € €, il existe des paniers de biens yg,
i €C, tels que:

5 5 - 6
ie}:cylc iECw ©
Vi€EC uy (h) >y (7)

Comme la structure € est équilibrée, je peux associer 2 chaque C € € un
coefficient ac > 0, de telle sorte que :

vVies, 2 =1 8
i CEOQC ®
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ou ’i est I'ensemble des C € € qui contiennent i. Je définis une allocation
(2" '“) par les équations :

- - s
Vi€S, z =Za. vy 9
1 cEeic yc ()

Daprés les deux formules précédentes, z est une combmalson convexe des
yc. C e (’. Comme Rl est convexe et contient les y y', il contient certai-
nement les 7. Donc :

vies, 72 €R! (10)
D’aprés la proposition 1.4.10, la fonction u; est quasi-concave.

L'ensemble des x € l"ll vénﬁam y; (x) 2 v; est donc convexe. Daprés la
formule (7), il contient tous les y’C, pour C E € ;. 1l contient donc 7 z', d’ou ;

VIiES, y (z‘)}vi (11)
Enfin, je dis que (;., g ;n) est une allocation réalisable. Pour cela, il
suffit de calculer :

 7=% Za

i€s i€s cEC; c C

La sommation du second membre porte sur tous les couples (i, C) € S X €
tels que i € C. Ceci peut également s’écrire :

ié:sZ =cé€€ ié:cmC yc

CEGQC (Z w) (formule (6))

=X X
i€s CEGaC w

—:Z w‘c(ezeac) —‘E o (formule (8))

Donc (Z, e ?m) € R (S). D’aprés les formules (10) et (S),_\.T € V (S).
Le résultat est établi.
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On en tire aussitot un corollaire important :

THEOREME 6

Soit une économie de propriété privée ou les préordres k, des agents i € S
sont convexes et continus. Alors son noyau est un fermé borné non vide deﬂ

DEMONSTRATION

D'aprés le corollaire 4, il suffit de montrer que le jeu de marché associé a
un noyau non vide. Vérifions donc les hypothéses du théoréme 2.5.

D’aprés la proposition 5, le jeu est équilibré. On a V (A) = U (A) — RA
et U (A) est I'image de R (A) par I'application continue de (R hA dans RA
qui aux x associe les u; (x') En procédant comme dans la démonstration de
la proposition 1.4.5, on vénﬁe aisément que R (A) est compact. Donc U (A)
aussi est compact, c'est-a-dire fermé borné. On va en déduire que V (A)
est fermé et W (A) est borné.

Soit v une suite de pomts de V (A) convergeant vers v dans RA_*II sam
de montrer que la lu'mte v appartient a V (A). On peut écrire v, = u, — W‘1
avec u eu (A) et — w EIHA Comme U (A) est compact, on peut extraire
de la sm_t:: u une sous- suﬂle u convergeant vers un poglt U, Ee U (_{\)
La suite v, n, COnverge vers v par deﬁn_i:ion_’Donc la suite — w, n, = Vn, ~ Un,
converge necessa:rement vers — W, =V — u.._’Comme ﬂ"‘ est fermé et contient
tous les — wn , il contient — w .Donc v=1u.—w, appament au(A) - FA

ce qu'il fallait démontrer.
Par définition, on a:
WA ={weV@A IVieA w >y @)}

Comme U (A) est borné, on peut trouver des constantes c; telles que v; < ¢;
-
pour v € V (A). Comme

W (A) C V (A) = U (A) —RA
la méme inégalité subsiste pour tous les wde W (A). Finalement, on a
y; (:Ji) Sw; <G
pour tous les wEW (A). Cet ensemble est donc bomé. Par allleurs il est non

vide, puisqu’il contient au moins le vecteur de composantes u; (w‘)
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Toutes les hypothéses du théoréme 2.5 sont vérifiées. Le noyau du jeu de
marché est donc non vide, et le noyau de I’économie aussi.

Ce demnier est contenu dans R (S), qui est borné ; il est donc lu| -méme borné.
Pour montrer qu'il est fermel’prenons une suite d’allocations (x 5% & m)
du noyau, convergeant vers (x' , ..., X ), et montrons que la lumle appar
tient encore au noyau. Elle appart_i)ent certainement 2 R (S), puisque cet ensem-
ble est fermé. Et si (x . W% x™) était bloqué par une coalition A C S, on
pourrait trouver des y'E R' tels que :
=
Sy =S et Vi€ A, u (y)>u x!
YA '(y 1)
: -,
Puisque ;:1 tend vers x' et que les inégalités sont strictes, elles subsisteront
pour n assez grand :

ce qui prouverait que les allocations (_atll1 o ,;n“‘) sont bloquées par la coa-

lition A. Or ceci est impossible, puisqu’elles appartiennent au noyau. D’ou
le résultat.

Nous avons déja rencontré au chapitre précédent ’hypothése de convexité des
préférences. Les interprétations proposées au paragraphe 1.4 restent d’autant
plus valables que les préférences sont supposées égoistes. Elle traduit des effets
de saturation, incitant I'individu 2 équilibrer sa consommation entre les diffé-
rents biens. Elle nous a déja servi dans I'étude des optima de Pareto, étude que
nous allons maintenant poursuivre.

Quels sont les rapports entre éléments du noyau et optima de Pareto? Nous
avons déja fourni une premiére réponse :

PROPOSITION 7
Toute allocation du noyau est un optimum de Fareto faible.
On peut la préciser, grace au résultat suivant :

PROPOSITION 8

S_Qit (;c’ ry x ™) une allocation du noyau. Toute allocation réalisable
{ y“ o y ™ | unanimement préférée appartient également au noyau.
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DEMONSTRATION
Il est clair que toute coalition bloquant (y' , ....y™) b i
(;1 ;"?n) q , ¥™) bloquerait également

Pour énoncer le résultat final, nous noterons M le noyau de I'économie et
@ I’ensemble des optima de Pareto stricts.

PROPOSITION 9

Soit une économie de propriété privée, ou les préordres de préférence »-;
sont convexes et continu ¥ i € S. Alors MNP est non vide (! ) et :

Ncnn @ -wS (11)

DEMONSTRATION

On a vu que le noyau_:l')l était non vide. D’aprés la proposition 1.5.2, pour une
allocation (x' , ..., x™) de9 , on peut trouver un optimum de Pareto strict

',..., 'y™) qui soit unanimement préféré :

> - - >
&',....xMe@',...,y™ -RS

D’aprés la proposition 8, cette allocation appartient également au noyau, soit :
@'.....y™E PN

Donc @ N9 est non vide et la formule (11) est établie.

FIGUREIL.13

Toujours m = 2. La courbe (illimitée)
P’ délimite v (S). Le segment 8 repré-
sente N, le segment af représente P,

(1) il est borné, mais peut ne pas étre fermé.
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4. Un pas de plus

Récapitulons la route parcourue jusqu’a présent. L'attribution de maniére
indifférenciée a la collectivité économique de ressources totales & conduit
a la notion d’optimum de Pareto strict. L'introduction de la propriété privée
des ressources, et avec elle I'attribution aux coalitions de possibilités de blocage,
permet de préciser considérablement les choix. L'ensemble @ NN par lequel
se termine le paragraphe précédent, représente la précision maximum que
nous ayons atteinte jusqu'a présent.

Mais on peut faire mieux. L'idéal serait de définir le choix social sans ambiguité
aucu:ie, c’est-a-dire d’aboutir par nos éliminations successives 2 un ensemble
ne contenant qu'une seule allocation. Ce n'est pas le cas en général: PN,
quoique beaucoup plus petit que P, n’en est pas pour autant un singleton, ni
méme un ensemble fini. Si I'on veut aller plus loin par ce procédé, il faut donc
définir de nouveaux critéres d’élimination, c’est-a-dire étendre les possibilités
de biocage. C’est ce que je fais maintenant suivant un procédé dii a Aubin [1973].

DEFINITION 1

On appelle coalition floue toute famille a = (e, , . . ., a) de m coefficients
positifs. Son support A est I'ensemble desi € S tels que ¢; :# 0.
On dit que la coalition ﬂoue a blogue I'allocation (x e ey m) si I'on peut
trouver des paniers de biens y EH:, i€ A, tels que :
- —
Taoy'=Z ao 1)
i€aY T & Al (
- -
Vi€EA, y'&x (2)

Si par exemple o; = 0 ou 1 pour tout i € §, alors les conditions (1) et (2)
signifient simplement que I'allocation (x giveris m) est bloquée par la coa-
lition A. De méme, si ¢; = 0 ou une constante o pour tout i € S, car on peut
alors mettre a en facteur des deux cotés de la formule (1). On peut donc dire
que I'on a étendu les possibilités de blocage des coalitions aux coalitions floues.

DEFINITION 2

On appelle noyau flou, et on note® , I'ensemble des allocations réalisables
qui ne sont bloquées par aucune coalition floue.
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Il ressort de ce qui précéde qu'une allocation appartenant au noyau flou ne
saurait étre bloquée par aucune coalition, et appartient donc au noyau tout
court :

B NC R 3)

Les possibilités de blocage ont été étendues de maniére considérable : il suffit
de remarquer qu'il y a une infinité de coalitions floues, chacune avec un droit
de veto, alors qu’il n'y avait que 2™ coalitions. Il faut donc s’attendre a ce que
Wsoit beaucoup plus petit que N. Je vais essayer de caractériser cet ensemble.
Pour cela, 1e vais avoir besoin d’un mtennédmre a4 toute allocation

(x N x"‘) jassocie I'ensemble 9 C Bl des points E € R! tels qu'il existe
une coalition floue «, et des paniers de biens y € Fll i € A, vérifiant :
ViEA,y'=, X' (4)
= 2 (' -dY (5)
i€a
LEMME 1.

' i ¥ i 3 T " i | *m
L’ensemble 9C contient l'origine si et seulement si l'allocation (x* , ..., x")
n'appartient pas a0.

DEMONSTRATION

Dire que I'on peut prendre E 0 dans la formule (S) signifie précisément que
la coalition floue a bloque I'allocation (x 5 &0 m) qui ne saurait donc
appartenir au noyau flou.

LEMME 2.

L'ensemble C est toujours convexe, @ condition que les préordres individuels
= ; le soient.

DEMONSTRATION

Soient ;’ et n deux points deﬁ'(‘ et A un nombre compris entre 0 et 1. Il s’agit
de montrer que A ¢ ¢+ (1 - )\) 7 appartient encore 2 9 .Ona:

;’ = E A‘yi (u’ = w’) avec u"‘i x! 6)
;; = : é Bﬁi (_\r"i - (::i) avec vl > X @)
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D'ol, en posant A'=A\ANB et B=B\ANB:
AE+H(-N1= = My @ - ) +(1—NBE - wh)]
ANB

+ 3Ny (vi- i) + & 1-N5 V' - o) (8)

Pour i € A N B, définissons wieﬁi par :
> < "
W=y o +(1-NB V) / Ay +(1 -2 B)

On vérifie aisément que ceci se rn_e’_t sous la forme W= ™ u + (1 - ,ul) v! %
avec 0 < p; < 1, c’est-a-dire que w' est une combinaison convexe de u etvi

Comme le préordre %=, est convexe, les relations (6) et (7) impliquent que :

2 }_i;’i ")

L’équation (8) se met alors sous la forme :

AT+H(1-N7n= 2 QA+ -NE) W - )
ANB .

FEANQ -G+ 5 (1 -NEE - &

En définissant une coalition floue a par a; = (A 'y, +(1 -2\)B) pouri€EANB,
=Ny pournEA G:l =(1-N64 pounEB o —OpounGEAUB et des
pamersde biens y' = w' pour i€ A N B, y =u "pouri € A', y —\r ounEB

on constate que les conditions (4) et (5) sont satisfaites pour £ = A { +
(1 =X n Ceci signifie précisément que ce point appartient a3 9C, ce qu'il fallait
démontrer.

Les allocations (;c»1 o % wg ;’“) de W sont donc exactement celles pour les-
quelles I'ensemble convexe 9C ne contient pas I'origine. D’aprés le théoréme
de Minkowski, cela équivaut a dire que 9 peut étre séparé de I'origine par un
hyperplan (pourvu toutefois qu’il soit non vide), d’ol la caractérisation suivante :

o PP . b SF e o
(1) Comparons u’_et v'. Dans le cas ou u >_:_'i v, I'ensemble des w préférées a v est
convexe, contient u' et v!, donc w'. Par transitivité des préférences, w' p—; x'. De méme
dans l'autre cas. :
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FIGURE I1.14

On a représenté I'en- a
semble 9 (grisé) dans
le cas | = 2, et I'hy-

perplan (en l'occur- 2B
rence une droite) le 1
séparant de l'origine. x‘o 0 - X,
. 3,
-
RN
o
THEOREME 3

On considére une économie de propriété privée ou les preordres individuels »-;
sont tous convexes, et une allocation réalisable (x . x ™) ne saturant

aucun consommateur
-

- -
vies 3z'eR!. 7y (9)
Cette allocation appartient au noyau flou W si et seulement si on peut trouver

des coefficients (p 1+~ Py} non tous nuls tels que, pour tout i € S :

= _bf=:p £ ! i
Yo-iX 2 PeVE 2 T Py W (10)

DEMONSTRATION

La condition de non- saturauon exprime simplement que I’ensemble C n'est
pas vide. Dire que (x e m) € 7 signifie alors que I'on peut séparer ¥ de
I'origine par un hyperplan dans R'. Cela veut dire qu'il existe une famille
Py, --,ppde coeﬂic:ents non tous nuls lelle que, pour toute coalition
floue a et toute famllle yle Hl, i € A, vérifiant u; (y‘) >u; (x') Vi€A, on ait :

kz=:lpk£k= k=1 iéApkal(yk_“’i");O (ll)

On peut prendre par exemple la coalition floue a = (o, , . . ., @) définie
par o = 1sij=i i o = 0 autrement. Cela donne I'inégalité, valable pour tout
y ER! ‘tel que y; (y)>u (x‘)

*
IE} Pk(Yk— i)=>0
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Réciproquement, si les m inégalités de ce type, obtenues en faisant varier i
dans S, sont satisfaites, il suffit de les multiplier respectivement par les m nom-
bres positifs o; et de les ajouter pour obtenir I'inégalité (11). D’ou la caractéri-
sation annoncée.

La signification économique du théoréme 3 apparait beaucoup plus clairement
si I'on renforce légérement les hypothéses. Cela donne :

COROLLAIRE 4

On considére une économie de propriété privée dans laquelle, pour chaque
i€es:

(a) le préordre >=; est convexe et continu

(b) o €R’, soit il >0,1<k<I

et une allocation réalisable (x* , ..., x"" ) vérifiant :
; s | ] B 2 i
Vi €S, 3z'eR’': 2z, > x et YnEN, z}, > x (12)
+

Cette allocation appartient au noyau flou si et seulement si on peut trouver
des coefficients (p; , . . ., p) non tous nuls tels que, pour tout i € S

1 : [ :

Z, Xk = T Pk Wi (13)

o / - 14
[J"Eﬂl et EPk)’ké szwk]” x5 =iy £18)

DEMONSTRATION

Considérons la suite _z’;, Eﬁi de la condition (12). D’aprés le théoréme S, pour
tout n € Non a l'inégalité :

1 ; 1 ;
Spzhy = T .
oy Pk Znk i Pk
En passant 2 la limite quand n >, ona :

1 5 1 3
1 1
,Elpkxk> k{ll Pk @k (15)

Pour chaque i€Sonaune inéga]ité de ce type.'En les ajoutant, on obtient :
5 zpkxk> b5 Zpkwk (16)

i=1 k=1 i=1 k=1
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On a I'égalité dans cette formule si et seulement si, pour chaque i € S, I'inéga-
hté (15) _est en fait une égalité. Or, il suffit d’écrire que I'allocation
(xl - "‘) est réalisable :

vk, E x = Z w
i=1 i=1

pour obtenir, aprés mulliplication par py et sommation en k, I'égalité désirée :

1

IEI 1§1 Pk x" - kzl 12: Pk x"
La formule (13) est donc établie, mais le théoréme 5 ne nous donne qu’une
version affaiblie de la formule (14) :

I | 1 :
Vi X= Zopeve > B opoxk (17)
qui s’écrit de maniére logiquement équivalente :
1 1 . - —
Z Pk < Z pexk = xixy (18)

. - - =,
On s’est servi du fait que le préordre est total : les assertions x' 2= y ety »x'
sont les négations 'une de I'autre. La formule (18) donne la formule (14) dans le
cas ou l'inégalit¢é du premier membre est stricte. Reste & examiner le cas

d’égalité :
1 1 ’
— 1
2y P Yk = P (19)

Je dis que si ? ERE vérifie I"équation (13), on peut I'approcher par ?n € Hl
vérifiant une inégalité stricte :

- 1 1 :
n Yy et VnEN, Epky,,k< Epkx}( (20)

On en tire x'kl Yn grice 2 la formule (18), et comme le préordre est con_t:nu
on peut passer a la limite quand n - <. On obtient finalement X =iy le
résultat désiré.

Reste 4 établir I'existence d’une suite ;n € R,l( vérifiant les conditions (20).
Pour cela, je commence par choisir un point n € Hi tel que :

1 1 .
21
I < X Py (2n

ce qui est possible puisque P appartient 2 I'intérieur de R l pour tout n € N.
Je pose alors :

Y=y t-n
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On vérifie immédiatement que la suite ;n tend vers ; et que chaque
vecteur y, a ses composantes positives. On calcule la somme en tenant compte
de (13), (19) et (21) :

ik ol
= i +
k§lpkm (I-9 2 %t “pknk

1, 1 1 1 :
L= Z $E = 3 i
(1—2) Z, Pk Yk ,,kapk“’k Z, P Xk

Au niveau des hypothéses, il n’y a que peu de différences entre le théoréme 3
et le corollaire 4. On a introduit une hypothése supplémentaire (b), suivant
laquelle chacun des agents est doté de chaque bien. Si peu que ce soit, I'agent i
posséde du bien k : 1a quantité wL peut étre trés petite, elle n’est jamais nulle.
On a aussi remplacé 'hypothése (9) de non-saturation globale par une hypo-
thése (12) de non-saturation locale : quelque petit que ce soit le voisinage de
x que l'on se donne, lagenL i pourra toujours y trouver un panier de biens z
qu’il préfére strictement 2 x'. Bien entendu, la condition locale entraine la
condition globale. Réciproquement, si les préordres de préférence peuvent
étre représentés par des fonctions d’utilité concaves, la condition globale entraine
la condition locale.

Par contre, au niveau des conclusions, le corollaire 4 est beaucoup plus précis
que le théoréme 3, et permet une interprétation économique compléte. Les
coefficients (p, , . . ., p;) sont les prix respectifs des / biens. L’expression

1 .
Z Px wj est la somme que peut obtenir 'agent i en vendant ce qu’il posséde

1n1tlalement L’équation (13) exprime que c’est exactement cette somme qu il
lui faudra payer s'il veut obtenir le panier de biens XL L équation (14) signifie
qu'il n’y a pas de fagon de dépenser son argent qui lui procure davantage de
satisfaction. En d’autres termes, x' est le meilleur choix de I'individu i. Je ne
fais qu’esquisser une analyse qui sera reprise a loisir dans le chapitre suivant.

Arrétons-nous 13, et jetons un coup d’ceil sur la route parcourue depuis le début
de ce chapitre. Nous avons constamment augmenté les possibilités de coopé-
ration entre individus, et au terme de cette démarche, nous nous trouvons
avoir isolé un ensemble T d’allocations réalisables, qui se caractérisent naturel-
lement en termes de prix. Les questions en suspens sont :
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(a) quelle interprétation donner aux coalitions floues ?
(b) W est-il non vide ?
(¢) W est-il réduit & un point ?
La premiére question a fait couler beaucoup d’encre. L'interprétation la plus
satisfaisante consiste a imaginer une société S_ batie sur le modéle de S, mais
possédant n fois plus d’individus. Ainsi, pour chaque i€S, elle aura n agents
du type i, c’est-a-dire dotés du préordre >- et des ressources w'. On peut par
exemple imaginer que chaque agent de la socneté initiale S ait n descendants
identiques 2 lui dans la nouvelle société S, - Une coalition quelconque @ de
S,, est définie par la donnée des types d’agents représentés et du nombre d’indi-
vidus de chaque type, c’est-a-dire d’une coalition A de S et d’un entier a; <n
pour chaque i € A. Dire que la coalition @ peut garantir le panier de biens y
a chacun de ses membres de type i s'exprimera par I’équation :
T im*-;‘ =3 —u
€A n €A N

(on a divisé les deux membres par n), ou encore, en posant a,;/n = a;

z g yi= 3 Q; il (22)
iEA €A

Attribuons le panier de biens ;:i er'a chaque agent de type i, dire que cette
coalition est bloquée par la coalition @ s’écrit :

ViEA, yit X (23)

L’analogie entre la définition 1 et les conditions (22) et (23) est claire, parti-
culiérement si on divise par EA o; les deux membres de 1'équation (2). On
I

obtient alors I'équation :
o r o 24
E iV = B 0 (29

dont les coefficients sont des réels compris entre 0 et 1. On peut les appro-
cher d’aussi prés que I'on veut par des rationnels. En d’autres termes, quand
n - o, les a; peuvent étre choisis de telle sorte que les coefficients ay/n de
P’équation (22) convergent vers les o. En ce sens, on peut dire que les coali-
tions floues représentent les coalitions d’une économie semblable 2 1'économie
initiale mais ayant un trés grand nombre d’individus: un « agrandissement »
en quelque sorte.
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Cette démarche, consistant 2 faire croitre I'économie indéfiment en respectant
les types d’agents et leurs proportions, peut étre menée rigoureusement jusqu’a
son terme. On montre alors que ™ représente la limite des noyaux successifs, ou
encore, le noyau d’une certaine économie limite. Voir pour cela Debreu-Scarf
[1963] ou Hildenbrand [1970]. D’un point de vue pratique, nous retiendrons
que si le nombre d’agents est assez grand, le noyau 9 de I'économie différe peu
de son noyau flow. Ceci pouvait déja se lire dans la définition 3.1. :le noyau
est défini par 2™ — 1 conditions (une pour chaque coalition non vide) dans un
espace de dimension Im (celui des allocations). Le nombre d’inégalités a satis-
faire croit beaucoup plus vite avec m que le nombre de variables.

Mais je procéderai autrement. Certes, par la premiére méthode, on peut montrer
que TD-est non vide, c'est-a-dire répondre 2 la deuxiéme question. Mais on ne
peut pas répondre & la troisiéme. En outre, ce sont les prix, introduits par le
théoréme 3, qui font le mieux comprendre la nature de . Il semble donc
naturel de les faire intervenir de maniére beaucoup plus fondamentale, c’est-
a-dire de partir des relations (13) et (14) dans I'étude de®. C’est